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❆❜str❛❝t

▼✐❣r❛♥ts✬ r❡♠✐tt❛♥❝❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥

✢♦✇s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♠♣❛❝t ♦♥ r❡❝✐♣✐❡♥t ❡❝♦♥♦♠✐❡s✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ♣❧❛② ❛

s✐❣♥❛❧✐♥❣ r♦❧❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱

t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ♠✐❣r❛t❡ ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ✏❝♦♥t❛❣✐♦♥✑ ♦❝❝✉rr✐♥❣

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡❝❡✐♣t ♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡ ❛♥ ✏❡♣✐❞❡♠✐❝ ♠♦❞❡❧✑ t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡

s✉❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡s❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ♠✐❣r❛♥ts✬ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤✐s

♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤✐s

✏❝♦♥t❛❣✐♦♥✑ ❢❛❝t♦r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣r❛✐s❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❜❧✐❝ ♣♦❧✐❝✐❡s ♦♥ t❤❡

t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts✳

❏❊▲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❋✷✷✱ ❋✷✹✱ ❈✻✶✱ ❈✻✷

❑❡②✇♦r❞s✿ ▼✐❣r❛t✐♦♥✱ ❘❡♠✐tt❛♥❝❡s✱ ❊♣✐❞❡♠✐❝ ▼♦❞❡❧✐♥❣✱ ❉②♥❛♠✐❝ ❆♥❛❧②s✐s

∗❊◗❯■PP❊✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ▲✐❧❧❡ ✶✱ ❋❙❊❙✱ ❈✐té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ ✺✾✻✺✺ ❱✐❧❧❡♥❡✉✈❡ ❞✬❆s❝q ❈❡❞❡①✱ ❋r❛♥❝❡ ❀
❝❧❛✐r❡✳♥❛✐❞✐t❝❤❅✉♥✐✈✲❧✐❧❧❡✶✳❢r✳

†❊◗❯■PP❊✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ▲✐❧❧❡ ✶✱ ❋❙❊❙✱ ❈✐té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ ✺✾✻✺✺ ❱✐❧❧❡♥❡✉✈❡ ❞✬❆s❝q ❈❡❞❡①✱ ❋r❛♥❝❡ ❀
❛❣♥❡s✳t♦♠✐♥✐❅✉♥✐✈✲❧✐❧❧❡✶✳❢r✳

‡▲❊▼✱ ❈❛t❤♦❧✐❝ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▲✐❧❧❡ ✭❋▲❙❊●✮✱ ✻✵ ❜❞ ❱❛✉❜❛♥✱ ▲✐❧❧❡✱ ❋r❛♥❝❡ ❀ ❝❤r✐st✐❛♥✳❜❡♥❧❛❦❤❞❛r❅✐❝❧✲
❧✐❧❧❡✳❢r✳

✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▼✐❣r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ✐ss✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② t✇❡♥t②✲✜rst ❝❡♥t✉r②✱

❛s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣❡♦♣❧❡ ❛r❡ ♦♥ t❤❡ ♠♦✈❡ t♦❞❛② t❤❛♥ ❛t ❛♥② ♦t❤❡r ♣♦✐♥t ✐♥ ❤✉♠❛♥ ❤✐st♦r②✳✶

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✷ ❛♥❞ ✷✶✻ ♠✐❧❧✐♦♥ ♣❡♦♣❧❡ ❧✐✈✐♥❣ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡✐r ♣❧❛❝❡ ♦❢ ❜✐rt❤ ✭■❖▼✱

✷✵✶✶❀ ❘❛t❤❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✸ ❛♥❞ ✸✳✷ ♣❡r ❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✬s

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t r♦✉❣❤❧② ♦♥❡ ♦❢ ❡✈❡r② t❤✐rt②✲✜✈❡ ♣❡rs♦♥s ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ✐s ❛

♠✐❣r❛♥t✳

❆s st❛t❡❞ ❜② ▼❛ss❡② ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮ ✐♥ t❤❡✐r s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ♦♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱

❛t ♣r❡s❡♥t✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐♥❣❧❡✱ ❝♦❤❡r❡♥t t❤❡♦r② ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❡❝♦✲

♥♦♠✐❝ t❤❡♦r✐❡s✱ ♥❡♦❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❡①♣❧❛✐♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛s ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛✐♠✐♥❣

❛t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✢♦✇s ❛r❡ t❤❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥✲

t✐❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❤♦♠❡ ❛♥❞ ❤♦st ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❛♥❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝♦sts

✭❙❥❛❛st❛❞✱ ✶✾✻✷❀ ❚♦❞❛r♦✱ ✶✾✻✾❀ ❍❛rr✐s ✫ ❚♦❞❛r♦✱ ✶✾✼✵✮✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ❧❛❜♦✉r

♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❝♦♥s✐❞❡rs ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡

r✐s❦s ♦♥ ❢❛♠✐❧② ✐♥❝♦♠❡ ♦r ♦✈❡r❝♦♠❡ ❢❛♠✐❧✐❛❧ ❝r❡❞✐t ❝♦♥str❛✐♥ts ✭▼✐♥❝❡r✱ ✶✾✼✽❀ ❙t❛r❦✱ ✶✾✾✶✮✳

❇♦t❤ t❤❡♦r✐❡s ❤❛✈❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ t❤❡ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② ♣r❡✈✐♦✉s ♠✐❣r❛♥ts ✐♥ s❤❛♣✐♥❣ ♠✐❣r❛t✐♦♥

✢♦✇s✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢r✐❡♥❞s ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡s ❡✛❡❝t ✭♦r ♥❡t✇♦r❦ ❡✛❡❝t✮✳ ▼♦st ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s

❞♦ ♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts

♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✢♦✇s✳ ❚❤❡② ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♣✉s❤ ❛♥❞ ♣✉❧❧ ❢❛❝t♦rs✷ ✭✐♥❝♦♠❡s✱ ❡❞✉❝❛✲

t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✱ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ ♣♦✈❡rt②✳ ✳ ✳ ✐♥ ❤♦st ❛♥❞ ❤♦♠❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✮ ✐♥ s❤❛♣✐♥❣

♠✐❣r❛t✐♦♥ ✢♦✇s✳ ❖t❤❡r ❢❛❝t♦rs✱ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❣r❛✈✐t② ♠♦❞❡❧s✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉t ❢♦r✇❛r❞✿ ❣❡♦✲

❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✭❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❤♦st ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❝♦♠♠♦♥ ❧❛♥❞ ❜♦r❞❡r✳ ✳ ✳ ✮✱ ❝✉❧t✉r❛❧

✭❝♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦❧♦♥✐❛❧ ♣❛st✳ ✳ ✳ ✮ ❛♥❞ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✭s❤❛r❡ ♦❢ ②♦✉♥❣ ♣♦♣✉✲

❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❝♦✉♥tr②✮ ❢❛❝t♦rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t✇♦ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs ♣❧❛② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ✐♥

❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✢♦✇s✿ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ♠✐❣r❛♥ts ❛♥❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s ✭q✉♦t❛s✱

❧❡❣❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠s✳ ✳ ✳ ✮✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s ❢♦❝✉s ♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❯❙ ❛♥❞ ✜♥❞

t❤❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢❛❝t♦rs ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝ts ♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✢♦✇s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✭s❡❡ ❇♦r❥❛s✱ ✶✾✽✼❀ ❇♦r❥❛s ❛♥❞ ❇r❛ts❜❡r❣✱ ✶✾✾✻❀

❨❛♥❣✱ ✶✾✾✺❀ ❑❛r❡♠❡r❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀ ❍❛tt♦♥ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s♦♥✱ ✷✵✵✷❀ ❈❧❛r❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❍❛t✲

t♦♥✱ ✷✵✶✵✮✳ ❖t❤❡r ♣❛♣❡rs st✉❞② tr❡♥❞s ✐♥ ❯❑ ♥❡t ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s ✭❍❛tt♦♥✱

✶❙❡❡ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ▼✐❣r❛t✐♦♥ ✇❡❜s✐t❡ ✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐♦♠✳✐♥t✴❥❛❤✐❛✴❏❛❤✐❛✴❛❜♦✉t✲
♠✐❣r❛t✐♦♥✴❧❛♥❣✴❡♥✳

✷P✉s❤ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❢❛❝t♦rs ❧❡❛❞✐♥❣ ❛ ♣❡rs♦♥ ✐♥t♦ ❧❡❛✈✐♥❣ ❤✐s ❤♦♠❡ ❝♦✉♥tr②✱ s✉❝❤ ❛s ❧♦✇ ✐♥❝♦♠❡✱ ❤✐❣❤
✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✱ ❧❛❝❦ ♦❢ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s✱ ♥❛t✉r❛❧ ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❞✐s❛st❡rs✱ ✇❛r✳ ✳ ✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♣✉❧❧
❢❛❝t♦rs ❝♦♥❝❡r♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤♦st ❝♦✉♥tr✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❤✐❣❤ ✐♥❝♦♠❡✱ ❧♦✇ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✱
❜❡tt❡r ❧✐✈✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♦r r❡❧✐❣✐♦✉s ❢r❡❡❞♦♠✳ ✳ ✳

✷



✷✵✵✺✮ ♦r ❢♦❝✉s ♦♥ r❡❝❡♥t ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✢♦✇s t♦ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s ✭P❡❞❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ▼❛②❞❛✱

✷✵✶✵✮✳

❚✇♦ ❝r✐t✐❝✐s♠s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ t♦ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡② ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣♦✲

t❡♥t✐❛❧ ♠✐❣r❛♥ts ❦♥♦✇ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t② t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ❢♦r ♠✐❣r❛♥ts ✐♥ t❤❡

❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♥tr②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t s❡❡♠ t♦ ♣❛② ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ r♦❧❡ t❤❛t r❡♠✐tt❛♥❝❡s

♠❛② ♣❧❛② ✐♥ s❤❛♣✐♥❣ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✢♦✇s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs✱ ♠✐❣r❛♥ts✬ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❤❛✈❡

❜❡❝♦♠❡ ❛ ♠❛❥♦r s♦✉r❝❡ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ✇♦r❧❞✿ ✐♥ ✷✵✵✾✱ r❡♠✐tt❛♥❝❡ ✢♦✇s ❛r❡

❡st✐♠❛t❡❞ ❛t ❯❙✩ ✹✶✻ ❜✐❧❧✐♦♥ ✇♦r❧❞✇✐❞❡✱ ❯❙✩ ✸✵✼ ❜✐❧❧✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇❡♥t t♦ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥✲

tr✐❡s ✭❘❛t❤❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡② ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛r❣❡st s♦✉r❝❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥❝✐❡s ❢♦r t❤❡s❡

❝♦✉♥tr✐❡s✱ s❧✐❣❤t❧② ❜❡❤✐♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ ❞✐r❡❝t ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❜✉t ❜❡❢♦r❡ ♦✣❝✐❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛✐❞✳

▼♦st ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ✜♥❞ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐❣r❛♥ts ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦t✐✈❡s t♦ r❡♠✐t✱ ❛♥❞

t❤❛t ❡❛❝❤ ♠✐❣r❛♥t ♠❛② r❡♠✐t t♦ ❤✐s ❢❛♠✐❧② ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛s♦♥s✿ ❛❧tr✉✐s♠✱ ❡①❝❤❛♥❣❡

❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t✱ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢❛♠✐❧✐❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✭❧♦❛♥✱ ✐♥s✉r❛♥❝❡✮✱ ♦r ♣❡rs♦♥❛❧ str❛t❡❣✐❡s

✭❘❛♣♦♣♦rt ✫ ❉♦❝q✉✐❡r✱ ✷✵✵✻✮❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❝❛s❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ ❛❧✲

tr✉✐s♠ ✐♥ t❤❡ r❡♠✐tt✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ r❡♠✐tt✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❜②

❡❝♦♥♦♠✐sts✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛s

t❤♦r♦✉❣❤❧② ❛♥❞ t❤✐s ❧✐♥❦ ✐s st✐❧❧ s✉❜❥❡❝t t♦ ❝♦♥tr♦✈❡rs②✳ ▼✐❣r❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❛ ♥❡❝❡ss❛r②

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r r❡♠✐tt❛♥❝❡s✱ ❜✉t ❛♥♦t❤❡r q✉❡st✐♦♥ r❡♠❛✐♥s✿ ❞♦ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t

♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥❄

❚❤✐s q✉❡st✐♦♥ st✐❧❧ ❤❛s ♥♦t ❢♦✉♥❞ ❛ ❝❧❡❛r✲❝✉t ❛♥s✇❡r ❛♥❞ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❛✐♠s t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡

t♦ t❤❡ ❞❡❜❛t❡ ✐♥ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✇❛②✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ r❡s✐❞✐♥❣ ✐♥

t❤❡✐r ❤♦♠❡ ❝♦✉♥tr② r❡❝❡✐✈❡ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❧✐tt❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝

s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts ✐♥ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr②✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥❡✇ t♦♦❧ t♦ st✉❞② t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥

r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❘❡♠✐tt❛♥❝❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t

❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❋✐rst✱ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ♠❛② ❛❝t ❛s ❛ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts ❛♥❞

t❤✉s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t

♦♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ r❡❝✐♣✐❡♥ts ❛♥❞ ♠❛② ♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳

■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ♠✐❣r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ✧❝♦♥t❛❣✐♦♥✧

♦❝❝✉rr✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡❝❡✐♣t ♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s✳ ❙✉❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜②

✧❡♣✐❞❡♠✐❝ ♠♦❞❡❧s✧✳

❆s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡✐r ♥❛♠❡✱ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥✲

❞❡rst❛♥❞ t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ ✐♥❢❡❝t✐♦✉s ❞✐s❡❛s❡s✳ ❇❡r♥♦✉✐❧❧✐ ✭✶✼✻✻✮ ✇❛s t❤❡ ✜rst ♦♥❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛

s♠❛❧❧♣♦① ❡♣✐❞❡♠✐❝ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r✐s❦✲❜❡♥❡✜t ♦❢ ✐♥♦❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❡❛s❡ ✭✇❤✐❝❤

✇❛s t❤❡ ✈❛❝❝✐♥❛t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❜❛❝❦ t❤❡♥✮✳ ◆♦✇❛❞❛②s✱ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ st✐❧❧ ❧❛r❣❡❧② ✉s❡❞
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✐♥ ♣✉❜❧✐❝ ❤❡❛❧t❤ st✉❞✐❡s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦ st✉❞② ❍■❱ ❡♣✐❞❡♠✐❝s ✭■s❤❛♠✱ ✶✾✽✽✮✱ t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢

♦❜❡s✐t② ✭●♦♥③❛❧❡③✲P❛rr❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ ♦r ♥♦s♦❝♦♠✐❛❧ ❞✐s❡❛s❡s ✭❚❡♠✐♠❡✱ ✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞✲

❡❧s ❛✐♠ ❛t ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❛❧ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❜❧✐❝

♣♦❧✐❝✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❧♦✇ ❞♦✇♥ ♦r ❡✈❡♥ st♦♣ ✐ts ❞✐✛✉s✐♦♥✳

❊♣✐❞❡♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ st✉❞② ✈❛r✐♦✉s t♦♣✐❝s ♥♦t r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤❡❛❧t❤ ❛♥❞ ❞✐s❡❛s❡s✳

❈r✐♠✐♥♦❧♦❣②✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ♠❛r❦❡t✐♥❣ ❛♥❞ ✜♥❛♥❝❡ ♥♦✇ ✉s❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱

❇❡❤r❡♥s ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ✏LH ♠♦❞❡❧✑ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝s ♦❢ ✐❧❧✐❝✐t ❞r✉❣s✳

❚❤❡② ❞❡✜♥❡ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ✉s❡rs ✇✐t❤ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐♠♣❛❝ts ♦♥ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥✸✳ ❚❤❡② ✉s❡ t❤✐s

♠♦❞❡❧ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❞r✉❣ tr❡❛t♠❡♥t✬s ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❞❡♣❡♥❞s ❝r✐t✐❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ st❛❣❡ ✐♥ t❤❡

❡♣✐❞❡♠✐❝ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞❀ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❡❛✈② ✉s❡rs ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡s

♦❢ ❛♥ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦✉♥t❡r♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✐❢ ✐t ♠❛s❦s t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❞r✉❣ ✉s❡✳✹

■♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦r ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥

✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ▼❛♥s✜❡❧❞ ✭✶✾✻✶✮ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡

♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡s❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥t ❢❛❝t♦r ✐s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣r❡❛❞✐♥❣ ❜❡✲

t✇❡❡♥ ✜r♠s✱ ❢r♦♠ t❤♦s❡ t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❛❞♦♣t❡❞ t❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ t♦ t❤♦s❡ ❣❡tt✐♥❣ ✐♥ t♦✉❝❤

✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠❡r✳ ❚❤❡ ✧✐♥❢❡❝t✐♦✉s✧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

s✉❝❤ ❛s ✐ts ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t②✱ ✐ts r✐s❦ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥✈❡st♠❡♥t✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♠❛r❦❡t✐♥❣

st✉❞✐❡s st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ♣✉r❝❤❛s✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❣♦♦❞s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡✐r ❞✐✛✉s✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇

t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✭s❡❡ ▼❛❤❛❥❛♥ ✫ ▼✉❧❧❡r✱ ✶✾✼✾✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ✜♥❛♥❝❡✱ ❡♣✐❞❡♠✐❝

♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❤❡r❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s♦♠❡ s❡❝✉r✐t✐❡s ❜✉②❡rs✳ ❙♦❝✐❛❧ ✐♥✲

t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ st❡♠♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛❝t ❛s ❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥t ❢❛❝t♦r✱

✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜✉②❡rs ♦r s❡❧❧❡rs ♦♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❍♦♥❣✱ ❑✉❜✐❦ ✫ ❙t❡✐♥

✭✷✵✵✺✮ st✉❞② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♠✉t✉❛❧ ❢✉♥❞s ♠❛♥❛❣❡rs ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ❜✉②

♦r s❛❧❡ s❡❝✉r✐t✐❡s ✜t ❛♥ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛♥❛❣❡rs ❛r❡ t❤❡

❝♦♥t❛♠✐♥❛♥t ❢❛❝t♦r✳

❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❤❛s ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ♠♦❞✲

❡❧✐♥❣ ✇✐t❤ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛s ❛ ✏❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♥❣ ❢❛❝t♦r✑✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ st✉❞✐❡s ♦♥ ♠✐❣r❛♥ts✬

r❡♠✐tt❛♥❝❡s s✉❣❣❡st t❤❛t ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❝❡✐✈❡❞

r❡♠✐tt❛♥❝❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❤❡r❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ❡①t❡♥❞✐♥❣

✸▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐❣❤t ✉s❡rs ✭L✮ ✇❤♦s❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲✉s❡rs
✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✭❢❡st✐✈❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ❤❡❛✈② ✉s❡rs ✭H✮ ✇❤♦s❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭s✐♥❝❡ t❤❡✐r
♣♦♦r ❤❡❛❧t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❡♥❞s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❞r✉❣✮✳

✹❘②❞❡❧❧✱ ❈❛✉❧❦✐♥s ✫ ❊✈❡r②❣❤❛♠ ✭✶✾✾✻✮ ❛❧s♦ ✉s❡ ❛♥ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ♠♦❞❡❧ t♦ r❡❛❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❚❤❡②
s❤♦✇ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ✜❣❤t✐♥❣ ❛❣❛✐♥st ✐❧❧✐❝✐t ❞r✉❣s✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ str♦♥❣ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♣♦❧✐❝② ❛t t❤❡ ♦✉ts❡t ♦❢ ❛♥
❡♣✐❞❡♠✐❝ ♦❢ ♣s②❝❤♦❛❝t✐✈❡ s✉❜st❛♥❝❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❧② ❡✣❝✐❡♥t t♦ r❡❞✉❝❡ ✐ts ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥
t❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ✇✐❞❡❧② ❞✐ss❡♠✐♥❛t❡❞✱ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♣♦❧✐❝✐❡s ❛r❡ ♦❢ ❧✐tt❧❡ ✉s❡ ✇❤❡r❡❛s tr❡❛t♠❡♥t
♣♦❧✐❝✐❡s✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ s❛♥✐t❛r② ❝♦sts ❧✐♥❦❡❞ t♦ s✉❜st❛♥❝❡ ✉s❡s✱ ❜❡❣✐♥ t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t✳

✹



♠✐❣r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ❡✐t❤❡r ❜② ✏❡♥❞♦❣❡♥❡✐③✐♥❣✑ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥

t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♥tr②✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❣✐✈❡♥ ❜② r❡♠✐tt❡❞ ❛♠♦✉♥ts ♦r ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♠♣❛❝t ♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s✳

❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧s t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ✐♠♣❛❝t

♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✈❛r✐♦✉s ❢♦r❝❡s ♣❧❛② ♦♣♣♦s✐t❡ r♦❧❡s✱ s✉❝❤ t❤❛t s♦♠❡ ♣✉s❤ r❡s✐❞❡♥ts

✐♥t♦ ♠✐❣r❛t✐♥❣ ✇❤❡r❡❛s ♦t❤❡rs ❞✐s❝♦✉r❛❣❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐✈❡ r♦❧❡ ♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s✿ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❛♥❝❡s✱ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ❣❡♥❡r❛t❡

✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ♠✐❣r❛t❡ ✭❜② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ♠✐❣r❛t✐♦♥✮ ✇❤✐❧❡ ❧♦✇

r❡♠✐tt❛♥❝❡s ✭♦r ❡✈❡♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s✮✱ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛s ❛ ❢❛✐❧❡❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ❝♦♥✲

s❡q✉❡♥t❧② ❝r❡❛t❡ ❞✐s✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ♠✐❣r❛t❡ ✭❜② ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦

♠✐❣r❛t✐♦♥✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r♦❧❡

♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s✿ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❛♥❝❡s✱ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ r❡s✐❞❡♥ts✬ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ♥❡❡❞s ❢♦r ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ✐♥s✉r✲

❛♥❝❡✱ ❝r❡❛t❡ ❞✐s✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ♠✐❣r❛t❡ ✭t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡♠❜❡rs t♦ ❡♠✐❣r❛t❡✮

✇❤✐❧❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛r❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦✈❡r r❡❝✐♣✐❡♥ts✬ ♥❡❡❞s ❜✉t ♠❛② ❤❡❧♣ t❤❡♠ ❝♦✈❡r

♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝♦sts✺✱ ❛♥❞ t❤✉s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭t♦ ❤❡❧♣ s❛t✐s❢②✐♥❣ ♥❡❡❞s ✐♥ t❤❡

❤♦♠❡ ❝♦✉♥tr②✮✳

■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ ♠✐❣r❛♥ts ✐♥t♦ t✇♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡✲

♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ ❜♦t❤ ❣r♦✉♣s ✈❛r② ❛❝r♦ss t✐♠❡✳ ❚❤❡✐r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❜✈✐♦✉s❧②

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ r❡♠✐tt❡rs ❛♥❞ r❡❝✐♣✐❡♥ts ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② s✉❝❝❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr② ♦r ❡①♦❣❡♥♦✉s ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣

r❛t❡s✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝ts ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ✜♥❛❧❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ②✐❡❧❞ s♦♠❡ ♣♦❧✐❝②

✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ st②❧✐③❡❞ ❢❛❝ts ♦♥

♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❛❝ts ♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❤✐❣❤✲

❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡✱ st❛❜✐❧✐t②

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡ st❡❛❞②

st❛t❡ ❛r❡ st✉❞✐❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✹ ❛♥❞ ✺✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡

♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ♣♦❧✐❝✐❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡s

t❤❡ ♣❛♣❡r✳

✺P♦t❡♥t✐❛❧ ♠✐❣r❛♥ts ♠❛② ❜❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡✐r ♣♦✈❡rt② ❛♥❞ t❤✐s ❝r❡❞✐t ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ r❡❧❛①❡❞
❜② r❡❝❡✐✈❡❞ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ✭s❡❡ ❍❛tt♦♥ ✫ ❲✐❧❧✐❛♠s♦♥✱ ✷✵✵✷✮✳

✺



✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ st②❧✐③❡❞ ❢❛❝ts

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts r❡♠❛✐♥s

❝r✉❝✐❛❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ▼♦st st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥❝❡s✱ ❡✳❣✳ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ♦r ♣♦❧✐t✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❜❡t✇❡❡♥ s♦✉r❝❡

❛♥❞ ❤♦st ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♠✐❣r❛♥ts ❤❛✈❡ ♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛❜r♦❛❞ ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ t❤❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡

♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ✐♥ ❣✐✈✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ tr✉❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥

❝♦✉♥tr② ❛♥❞ ✐♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❆ ❢❡✇ ♣❛♣❡rs ♦♥❧② st✉❞② t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♠✲

♣❛❝t ♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥✿ s♦♠❡ s❝❤♦❧❛rs s✉❣❣❡st t❤❛t r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡

✐♠♣❛❝t ♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥

✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳

❘❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ ❧❡❢t ❤♦♠❡ ❢❛♠✐❧② ♠❡♠❜❡rs❀

t❤❡♥✱ ✐❢ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡② ❝❛♥ ❞✐s❝♦✉r❛❣❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♠❡♠❜❡rs t♦ ♠✐❣r❛t❡ ✭✈❛♥

❉❛❧❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳ ❆ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ✐s ❛❧s♦ ♣✉t ❢♦r✇❛r❞

❜② ❙t❛r❦ ✭✶✾✾✺✮✳ ❍❡ ✇♦r❦s ♦✉t ❛♥ ✐♠♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ ♣r♦❞✉❝✲

t✐✈✐t② ♠✐❣r❛♥ts✱ ✇❤♦s❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜② ✇♦✉❧❞✲❜❡ ❡♠♣❧♦②❡rs

✐♥ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❝♦✉♥tr②✳ ❍❡♥❝❡ ❤✐❣❤❧② ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♠✐❣r❛♥ts ✇♦✉❧❞ s❡♥❞ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❤♦♠❡ t♦

❧♦✇ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇♦r❦❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦♠♣t t❤❡♠ t♦ st❛②✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ❜♦❞② ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s ♥♦t r❡❛❧❧② ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛r❡

♦♥❧② ❛♣♣r❛✐s❡❞ ❧✐❦❡ ❛♥♦t❤❡r s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡✳ ■♥ ❡✛❡❝t✱ ✇❡ ❝❛♥ ✈❡♥t✉r❡ ❛ ❣✉❡ss t❤❛t✱ s✐♥❝❡

t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛❝t✉❛❧❧② s❡♥t ❜② ♠✐❣r❛♥ts ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤

t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ✐♠♣❛❝t ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s r❡♠✐tt❛♥❝❡s r❡❞✉❝❡

t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡

❞✐s❝♦✉r❛❣❡❞ t♦ ♠♦✈❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✐❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛t ❤♦♠❡✱

✐t ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡② ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥s✳ ❆ ♣❡r✉s❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✷✵✶✶ ❢❛❝t❜♦♦❦ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② t❤❡ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦ ✭❘❛t❤❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ❡✈❡♥ s❤♦✇s t❤❛t ♠♦st ♦❢

t❤❡ t♦♣ r❡♠✐tt❛♥❝❡✲r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥ ✷✵✶✵ ❛r❡ ❛❧s♦ t♦♣ ❡♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ■♥ ✷✵✶✵✱

▼❡①✐❝♦ ❤❛s t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦✉t✢♦✇ ♦❢ ❡♠✐❣r❛♥ts ✭✶✶✳✾ ♠✐❧❧✐♦♥s✮✱ ❛♥❞ ✐s t❤❡ t❤✐r❞ r❡♠✐tt❛♥❝❡✲

r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❝♦✉♥tr② ✭✇✐t❤ ✷✷✳✻ ❯❙✩ ❜✐❧❧✐♦♥s r❡❝❡✐✈❡❞✮✳ ❆s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞

❜② ■♥❞✐❛ ✭✶✶✳✹ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❡♠✐❣r❛♥ts✮ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st r❡❝✐♣✐❡♥t ♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ✭✺✺ ❯❙✩

❜✐❧❧✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ r❛♥❦✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ❜② st✉❞②✐♥❣

t❤❡ ❈❤✐♥❡s❡ ❝❛s❡✳ ❈❤✐♥❛ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❢♦✉rt❤ r❛♥❦ ❛s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭✽✳✸ ♠✐❧❧✐♦♥s

♦❢ ❡♠✐❣r❛♥ts✮ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ♣❧❛❝❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ t♦♣ r❡♠✐tt❛♥❝❡✲r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ✭✇✐t❤ ✺✶

✻



❯❙✩ ❜✐❧❧✐♦♥s r❡❝❡✐✈❡❞✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ ♦✉t❧✐♥❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

❡♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ✐♥ ✷✵✶✵✳✻

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♠✐❣r❛♥ts ❛♥❞ r❡♠✐tt❛♥❝❡s

❙❡✈❡r❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s tr❡♥❞✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t❤❡♦r② s✉❣❣❡sts t❤❛t ✇♦✉❧❞✲

❜❡ ♠✐❣r❛♥ts ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❤❡❧♣ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♣r❡✈✐♦✉s ♠✐❣r❛♥ts✱ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ♣r❡❝✐♦✉s

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr② ❛♥❞ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝✉❧t✉r❡ ♦r ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✭s❡❡ ❇❡✐♥❡ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✶✶✮✳ ❘❡♠✐tt❛♥❝❡s ♠❛② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠✐❣r❛♥t ♥❡t✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠✐❣r❛t✐♦♥

r❡♠❛✐♥s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❝❡ss✱ ♠❛❦✐♥❣ t♦✉❣❤ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♦❢ ✐ts ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts❀

r❡♠✐tt❛♥❝❡s ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ ♣❛rt ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡

❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♥tr② t❤❛t t❤❡② ✈❡❤✐❝❧❡✳

❘❡♠✐tt❛♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s s✐❣♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧

❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ t❤✉s✱ tr✐❣❣❡r ❝❤❛✐♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❘❡♠✐tt❛♥❝❡s ❝❛♥

t❤✉s ✐♥❞✉❝❡ r❡❝✐♣✐❡♥ts ✐♥t♦ ♠✐❣r❛t✐♥❣ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ s❡❡♥ ❛s r❡✈❡❛❧✐♥❣ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♠✐❣r❛♥t

✐♥ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr② ✭✈❛♥ ❉❛❧❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳ ❖t❤❡rs ❤❛✈❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤✐s ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❧❛✲

t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❧♦❛♥ r❡♣❛②♠❡♥t ♠♦❞❡❧✱

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✐❣r❛♥t ❝♦♠♠✐tt❡❞ ❤✐♠s❡❧❢ t♦ r❡✐♠❜✉rs❡ ❤✐s ❢❛♠✐❧② ✇❤♦ ♣❛✐❞ ❢♦r t❤❡ ✉♣✲❢r♦♥t

❝♦st ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t♦ ❤❡❧♣ ♦t❤❡r ❢❛♠✐❧② ♠❡♠❜❡rs ♠✐❣r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✭■❧❛❤✐ ✫ ❏❛✲

❢❛r❡②✱ ✶✾✾✾✮✳ ■♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❡t✲✉♣✱ ❙t❛r❦ ✫ ❲❛♥❣ ✭✷✵✵✷✮ ❛♥❛❧②③❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ s❦✐❧❧❡❞

✻❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ✷✵✵✽ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦ ❢❛❝t❜♦♦❦ ✭❘❛t❤❛ ✫ ❳✉✱
✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ t♦♣ r❡♠✐tt❛♥❝❡✲r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ■♥❞✐❛✱ ❈❤✐♥❛ ❛♥❞ ▼❡①✐❝♦ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤ ✷✼✱ ✷✺✳✼
❛♥❞ ✷✺ ❯❙✩ ❜✐❧❧✐♦♥s r❡❝❡✐✈❡❞✮✱ ❛❧s♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ t♦♣ ❡♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ◆❛♠❡❧②✱ ▼❡①✐❝♦ ❝♦♣❡s ✇✐t❤ t❤❡
❧❛r❣❡st ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦✉t✢♦✇ ✇✐t❤ ✶✶✳✺ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❡♠✐❣r❛♥ts ❛♥❞ ■♥❞✐❛ ❛♥❞ ❈❤✐♥❛ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ t❤✐r❞
❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❡♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✶✵ ❛♥❞ ✼✳✸ ❜✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❡♠✐❣r❛♥ts✳

✼



❛♥❞ ✉♥s❦✐❧❧❡❞ ♠✐❣r❛♥ts ❛r❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥♣✉ts❀ ❤❡♥❝❡ s❦✐❧❧❡❞ ✇♦r❦❡rs✬ ✇❛❣❡s

✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥s❦✐❧❧❡❞ ✇♦r❦❡rs✳ ❚❤❡♥ s❦✐❧❧❡❞ ♠✐❣r❛♥ts ♠❛② ❞❡❝✐❞❡ t♦ r❡♠✐t

t♦ ✉♥s❦✐❧❧❡❞ ✇♦r❦❡rs✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ttr❛❝t t❤❡♠ t♦ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr②❀ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛r❡ t❤❡♥

s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✐♥❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥s❦✐❧❧❡❞ r❡s✐❞❡♥ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛

♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠✐❣r❛t♦r② ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ◆❛✐❞✐t❝❤ ✫ ❱r❛♥❝❡❛♥✉ ✭✷✵✶✵✮ s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ r❡♠✐tt❛♥❝❡s

❛r❡ ✐♥✈❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤♦♠❡ ❝♦✉♥tr② ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ♣♦s✐t✐✈❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳

❇❡②♦♥❞ t❤❡s❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡ ❢❡✇ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐✲

❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ✜♥❞ t❤❛t r❡❝❡✐✈✐♥❣ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥

✐♥t❡♥t✐♦♥s✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ ▼♦r♦❝❝♦ ✭✈❛♥ ❉❛❧❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✱ ❇♦s♥✐❛✲❍❡r③❡❣♦✈✐♥❛ ✭❉✐♠♦✈❛ ✫

❲♦❧✛✱ ✷✵✵✾✮✱ ❋✐❥✐ ❛♥❞ ❚♦♥❣❛ ✭▲❡❡✈❡s✱ ✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ❊❛st❡r♥ ❊✉r♦♣❡ ❛♥❞ ❈❡♥tr❛❧ ❆s✐❛ ❝♦✉♥tr✐❡s

✭◆❛✐❞✐t❝❤ ✫ ❱r❛♥❝❡❛♥✉✱ ✷✵✶✵✮✳✼ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ♠❛✐♥

❢❛❝t♦r ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s r❡s✉❧t✳

✸ ❚❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐❣r❛♥ts ✇❤♦ r❡♠✐t t♦ t❤❡✐r ❢❛♠✐❧✐❡s ❜❛❝❦ ❤♦♠❡✱ ❛♥❞

r❡❝✐♣✐❡♥ts ✇❤♦ ❤❛✈❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ st❛②✐♥❣ ✐♥ t❤❡✐r ❤♦♠❡ ❝♦✉♥tr② ♦r ♠✐❣r❛t✐♥❣ t♦ t❤❡

❤♦st ❝♦✉♥tr②✳ ❘❡♠✐tt❛♥❝❡s ♠❛② ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥✿ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s✐❣♥❛❧

❛❜♦✉t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♠♦✈❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡✐r ❤♦♠❡

❝♦✉♥tr② ❛♥❞ t❤❡② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ r❡❝✐♣✐❡♥ts st✐❧❧ ✐♥ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥ ❝♦✉♥tr②✳ ❇♦t❤

❡❧❡♠❡♥ts r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳

✸✳✶ ❚❤❡ ♠✐❣r❛♥t✬s ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ r❡♠✐tt❛♥❝❡s

❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡✐r ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡

❤♦st ❝♦✉♥tr②✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② y✳ ❚♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

❛ ♠✐❣r❛♥t ❝❛♥ ❡✐t❤❡r s✉❝❝❡❡❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❣❡t t❤❡ ❤✐❣❤ ✐♥❝♦♠❡ yH ✱ ♦r ❢❛✐❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧②

❛♥❞ ❣❡t t❤❡ ❧♦✇ ✐♥❝♦♠❡ yL✱ ✇✐t❤ yL < yH ✳ ❚❤✐s ✐♥❝♦♠❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ♦♥❡ ♠✐❣r❛♥t✬s

t②♣❡ ✭❢❛✐❧✐♥❣ ♦r s✉❝❝❡ss❢✉❧✮✳

❲❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ❛ ♠✐❣r❛♥t ✜rst ❡♥t❡rs t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr②✱ ❤❡ ❡❛r♥s t❤❡

❧♦✇ ✐♥❝♦♠❡ yL✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❡r✐♦❞✱ ✐❢ ❤❡ st❛②s ✐♥ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr②✱ ❤✐s ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s

t♦ yH ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p ✭❡①♦❣❡♥♦✉s✮ ♦r r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1 − p✳ ❲❡

✼◆♦t❡ t❤❛t ♠♦st st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✉s❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✱ ❛♥❞
st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❊♣st❡✐♥ ✫ ●❛♥❣ ✭✷✵✵✻✮✱ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳
❚❤❡s❡ st✉❞✐❡s ❛❧s♦ ❝♦♠❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❛♥❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦♣♣♦rt✉✲
♥✐t✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✱
s✐♥❝❡ t❤❡② ❝❛♥ ❤❡❧♣ r❡❧❛① t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ r❡❝✐♣✐❡♥ts ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠✐❣r❛♥ts✳

✽



❛ss✉♠❡ t❤❛t ♦♥❝❡ t❤❡ ♠✐❣r❛♥t ❤❛s ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② s✉❝❝❡❡❞❡❞ ✭✐✳❡✳ ❤❡ ❡❛r♥s t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ yH✮✱

❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❞❡t❡r✐♦r❛t❡✿ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❤❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr②✱ ❤❡ ✇✐❧❧ ❦❡❡♣ ❡❛r♥✐♥❣

t❤❡ ❤✐❣❤ ✐♥❝♦♠❡ yH✽✳

❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ ♠✐❣r❛♥t ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ❤❡ r❡♠✐ts t♦ ❤✐s ❢❛♠✐❧②✱ ❛♥❞

❤♦✇ ♠✉❝❤ ❤❡ r❡♠✐ts✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐❣r❛♥t r❡♠✐ts ❢♦r ❛❧tr✉✐st✐❝ ♠♦t✐✈❡s✿✾ ❤✐s ✉t✐❧✐t②

✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥ts✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛r❡ ❛ ♥♦r♠❛❧

❣♦♦❞✳ ❚❤❡♥✱ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠✐❣r❛♥t ❝❤♦♦s❡s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♠♦✉♥t TH ♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❤✐❣❤❡r

t❤❛♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♠♦✉♥t TL ♦❢ ❛ ❢❛✐❧✐♥❣ ♠✐❣r❛♥t ✭✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳✶✵

✸✳✷ ❚❤❡ ♠✐❣r❛♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡✱ t❤❡ ♠✐❣r❛♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ Mt ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦

❣r♦✉♣s✿ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② s✉❝❝❡❡❞❡❞ ❛♥❞ r❡♠✐t ❛ ❤✐❣❤ ❛♠♦✉♥t TH ✱ ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇❤♦

❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ❢❛✐❧❡❞ ❛♥❞ r❡♠✐t ❛ ❧♦✇ ❛♠♦✉♥t TL✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❣r♦✉♣s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝❛❧❧❡❞

t❤❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭♦r t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠✐❣r❛♥ts✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

✭♦r t❤❡ ❢❛✐❧✐♥❣ ♠✐❣r❛♥ts✮ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Ht ❛♥❞ Lt✳ ❚❤✉s✱ ❛t ♣❡r✐♦❞ t✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♠✐❣r❛♥ts ✐s Mt = Lt + Ht✳

❇♦t❤ ❣r♦✉♣s ✈❛r② ❛❝r♦ss t✐♠❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s r❡❛s♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥

♠✐❣r❛♥ts ✇❤♦ r❡♠✐t ❛♥❞ r❡❝✐♣✐❡♥ts r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❤♦♠❡ ❝♦✉♥tr②✳ ❋✐rst✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡

♣❡r✐♦❞✱ s♦♠❡ ♠✐❣r❛♥ts ✐♥ ❜♦t❤ ❣r♦✉♣s ✏❞✐s❛♣♣❡❛r✑ ❢♦r ❡①♦❣❡♥♦✉s r❡❛s♦♥s ✭r❡t✉r♥ ❤♦♠❡✱

❞❡❛t❤✳ ✳ ✳ ✮✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② a > 0 ❛♥❞ g > 0 t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❢❛✐❧✐♥❣ ❛♥❞

s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠✐❣r❛♥ts ✇❤♦ ❞✐s❛♣♣❡❛r✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❛ ✢♦✇ ♦❢ ♥❡✇ ♠✐✲

❣r❛♥ts mt ✭✇❤♦ ❡❛r♥ t❤❡ ❧♦✇ ✐♥❝♦♠❡ yL✮✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ s♦♠❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧②

✽❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t s♦♠❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠✐❣r❛♥ts✱ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ ♠❛② ❞❡❝✐❞❡✱ ❛❢t❡r
❛ ✇❤✐❧❡✱ t♦ r❡♠✐t ❧♦✇ ❛♠♦✉♥ts ✭❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ❛tt❛❝❤♠❡♥t t♦ t❤❡✐r ❤♦♠❡ ❝♦✉♥tr② ❞❡❝❧✐♥❡s ♦✈❡r t✐♠❡✱ s❡❡
❇r♦✇♥✱ ✶✾✾✽✮✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r p ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ✏♥❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss✑✳

✾❚❤❡r❡ ❛r❡ ✈❛r✐♦✉s ♠♦t✐✈❡s ❢♦r r❡♠✐tt✐♥❣✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❛❧tr✉✐s♠ t♦ s❡❧❢✲✐♥t❡r❡st✳ ❙❡❡ ❘❛♣♦♣♦rt ✫
❉♦❝q✉✐❡r ✭✷✵✵✻✮ ❢♦r ❛ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ♦♥ ♠♦t✐✈❡s t♦ r❡♠✐t✳

✶✵❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ ♠✐❣r❛♥ts✬ ✐♥❝♦♠❡ ✐s r❛t❤❡r s❝❛r❝❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
s❡✈❡r❛❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s t♦ ✐♥❝♦♠❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✭❏♦❤♥s♦♥ ✫ ❲❤✐t❡❧❛✇✱
✶✾✼✹❀ ▲✉❝❛s ✫ ❙t❛r❦✱ ✶✾✽✺❀ ❍♦❞❞✐♥♦tt✱ ✶✾✾✹✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ r❡♠✐tt❡❞ ♠❛② ❞❡❝r❡❛s❡
✭❏♦❤♥s♦♥ ✫ ❲❤✐t❡❧❛✇✱ ✶✾✼✹❀ ▼♦❤❛♠♠❛❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✸✮ ♦r ✐♥❝r❡❛s❡ ✭❘❡♠♣❡❧ ✫ ▲♦❜❞❡❧❧✱ ✶✾✼✽✮ ✇✐t❤ ♠✐❣r❛♥ts✬
✐♥❝♦♠❡✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡rs st✉❞② t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts✱ ✇❤✐❝❤
❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♣r♦①② ♦❢ t❤❡✐r ✐♥❝♦♠❡✳ ❙♦♠❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ r❡♠✐tt❡❞ ❛♠♦✉♥ts ✭❘♦❞r✐❣✉❡③ ✫ ❍♦rt♦♥✱ ✶✾✾✹❀ ◆❛✉❢❛❧✱ ✷✵✵✽✮✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs s❤♦✇
t❤❛t ♠♦r❡ s❦✐❧❧❡❞ ♠✐❣r❛♥ts r❡♠✐t ❧❡ss ✭❋❛✐♥✐✱ ✷✵✵✼❀ ◆✐✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ♦t❤❡rs ✜♥❞ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ r❡s✉❧t
✭❇♦❧❧❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛❞❞ t❤❛t ✏t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐♥❝♦♠❡ ❡❛r♥❡❞ ❜② ❬s❦✐❧❧❡❞❪ ♠✐❣r❛♥ts✱ r❛t❤❡r t❤❛♥
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡✐r ❢❛♠✐❧② s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❡①♣❧❛✐♥s ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r r❡♠✐tt❛♥❝❡s✑✳

✾



s✉❝❝❡❡❞ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ✇❤✐❧❡ s♦♠❡ ♦t❤❡rs ❞✐s❛♣♣❡❛r ❛♥❞ s♦♠❡ r❡♠❛✐♥ ✉♥s✉❝✲

❝❡ss❢✉❧✳ ❚❤✉s✱ ❛t ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ t✱ ❛ ✢♦✇ ♦❢ mt ♠✐❣r❛♥ts ❡♥t❡rs t❤❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱

✇❤✐❧❡ ❛ ✢♦✇ ♦❢ aLt ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ❞✐s❛♣♣❡❛r ❛♥❞ ❛ ✢♦✇ ♦❢ (1− a)pLt ♠✐❣r❛♥ts q✉✐t t❤❡ ❧♦✇

r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ✭❛♥❞ (1− a)(1− p)Lt ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ❦❡❡♣ t❤❡

s❛♠❡ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✮✳ ●✐✈❡♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t❤❡

❧❛✇ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

L̇ = mt − [a + p(1 − a)]Lt ✭✶✮

❙②♠♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs

❜❡❝♦♠✐♥❣ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠✐❣r❛♥ts ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ❧❛✇ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Ḣ = p(1 − a)Lt − gHt ✭✷✮

❋✐❣✉r❡ ✷ s✉♠s ✉♣ ❤♦✇ ❜♦t❤ ❣r♦✉♣s ✈❛r② ❛t ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✳

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ▼✐❣r❛♥ts✬ ✐♥❝♦♠❡s ❛♥❞ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛t ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞

❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ mt ♥❡✇ ♠✐❣r❛♥ts❀ t❤❡② ❡❛r♥ t❤❡ ❧♦✇ ✐♥❝♦♠❡ yL✳ ❆t

♣❡r✐♦❞ t✱ t❤❡ L(t) ♠✐❣r❛♥ts ✇❤♦ ❢❛✐❧❡❞ r❡♠✐t t❤❡ ❧♦✇ ❛♠♦✉♥t TL✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡s❡

✶✵



♠✐❣r❛♥ts ❞✐s❛♣♣❡❛r ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② a✱ ❜❡❝♦♠❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② (1 − a) p✱ ♦r

❦❡❡♣ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦✇ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② (1− a)(1− p)✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ❛t

♣❡r✐♦❞ t✱ t❤❡ H(t) ♠✐❣r❛♥ts ✇❤♦ s✉❝❝❡❡❞❡❞ r❡♠✐t t❤❡ ❤✐❣❤ ❛♠♦✉♥t TH ✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❡r✐♦❞✱

t❤❡s❡ ♠✐❣r❛♥ts ❞✐s❛♣♣❡❛r ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② g ♦r st❛② ✐♥ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr② ❛♥❞ ❦❡❡♣ t❤❡ s❛♠❡

❤✐❣❤ ✐♥❝♦♠❡ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② (1 − g)✳

✸✳✸ ■♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ♠✐❣r❛t❡

❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✱ ♣❡♦♣❧❡ st✐❧❧ r❡s✐❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥ ❝♦✉♥tr② ♠✉st ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦

♠✐❣r❛t❡ t♦ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr② ♦r t♦ st❛② ✐♥ t❤❡✐r ❤♦♠❡ ❝♦✉♥tr②✳ ❊❛❝❤ r❡s✐❞❡♥t ❝❤♦♦s❡s ❤✐s

❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❤✐s ✉t✐❧✐t②✳✶✶ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ♠✐❣r❛t❡ t❤✉s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡

✐♥❝♦♠❡ ♦❢ r❡s✐❞❡♥ts ❛♥❞ ♦♥ t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❞❡♣❡♥❞s

♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♠✐❣r❛♥ts ❛❜♦✉t t❤❡✐r ❡❝♦♥♦♠✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr②✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ r❡s✐❞❡♥ts ✐s ♠✐❣r❛♥ts✬ r❡♠✐tt❛♥❝❡s✳ ▼♦r❡

♣r❡❝✐s❡❧②✱ ♣❡♦♣❧❡ st✐❧❧ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥ ❝♦✉♥tr② ❦♥♦✇ ❤♦✇ ♠❛♥② ♠✐❣r❛♥ts r❡♠✐t t❤❡ ❤✐❣❤

❛♠♦✉♥t TH ❛♥❞ ❤♦✇ ♠❛♥② r❡♠✐t t❤❡ ❧♦✇ ❛♠♦✉♥t TL❀ r❡s✐❞❡♥ts ❦♥♦✇ H ❛♥❞ L✳

❆s s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

❡✐t❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧s✱

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤✐s ✐♠♣❛❝t✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳

✹ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ♠✐❣r❛t❡

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱

✇❡ ✜rst ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ st❡❛❞② st❛t❡✭s✮ ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s

❜❡❢♦r❡ t✉r♥✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s✳

✹✳✶ ❍✐❣❤ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛s ❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥t ❢❛❝t♦r

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✮✱ ✇❡ ✜rst ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡

❝❛s❡ ✇❤❡r❡ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤✐s

♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ♥❡✇ ♠✐❣r❛♥ts m ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐t✲

t❡rs✱ H✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❛♥❝❡s s✐❣♥❛❧ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧②

✶✶❍❡r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t r❡s✐❞❡♥ts ❝❛♥ ♦♥❧② ♠✐❣r❛t❡ t♦ ♦♥❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr②✱ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♣❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ str♦♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥
✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✱ ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ ❧❛r❣❡ ❝♦rr✐❞♦rs ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❛ ❞✐s♣r♦♣♦rt✐♦♥❛t❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ st♦❝❦ ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts ✭❉♦❝q✉✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛rt❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t
♦❢ ❞✐❛s♣♦r❛s ♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✢♦✇s ❛♥❞ st♦❝❦s ✭❇❡✐♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳

✶✶



r❡❧❛t❡❞ t♦ L ❜❡❝❛✉s❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❛♥❝❡s s✐❣♥❛❧ ❛ ❢❛✐❧❡❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❛t s❡♥s❡✱ ✇❡ ❢❛❝❡ ❛

✧❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❡♣✐❞❡♠✐❝s✧ ❜❡❝❛✉s❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs st✐♠✉❧❛t❡ ✭♦r ✏❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡✑✮ r❡s✐❞❡♥ts ✐♥t♦

♠✐❣r❛t✐♥❣ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ❞✐s❝♦✉r❛❣❡ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ✏r❡❝r✉✐t♠❡♥t✑ ❡❢✲

❢❡❝t✶✷ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♠✐t✐❣❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤✐s ❞❡t❡rr❡♥❝❡

❡✛❡❝t ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts r❡♠✐tt✐♥❣ TL ❝❛♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛✐❧✐♥❣ ♠✐❣r❛♥ts

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠✐❣r❛♥ts✳

■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❡❤r❡♥s ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♥❡✇ ♠✐❣r❛♥ts mt ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡①♦❣❡♥♦✉s ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s✐❞❡♥ts ✇❤♦ ❞❡❝✐❞❡ t♦

♠✐❣r❛t❡ ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ♣r❡✈✐♦✉s ♠✐❣r❛♥ts✬ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤❡ ✐♥♥♦✈❛t♦rs i✱ ❛♥❞

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✏❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞✑ r❡s✐❞❡♥ts ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✏❝♦♥t❛❣✐♦♥✑ ❢✉♥❝t✐♦♥ F (H,L) ✇❤✐❝❤

s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts✬ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶

✭✐✮ F (H,L) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ H❀ ∂F (H,L)/∂H > 0✳

✭✐✐✮ F (H,L) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ L❀ ∂F (H,L)/∂L < 0✳

❲❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♣t✉r❡ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥

t❤❡ ❤✐❣❤ ✭r❡s♣✳ ❧♦✇✮ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ ♦r ❛t t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡

❛r❡ ♥♦ ❤✐❣❤ ✭r❡s♣✳ ❧♦✇✮ r❡♠✐tt❡rs✳ ■♥ ♦t❤❡rs ✇♦r❞s✱ t❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢

t❤❡ r❡❝r✉✐t♠❡♥t ❡✛❡❝t ✭r❡s♣✳ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ✭r❡s♣✳ ❧♦✇✮ r❡♠✐tt❡r

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❡✐t❤❡r ❧❛r❣❡ ♦r s♠❛❧❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✏r❡❝r✉✐t♠❡♥t✑ ❡✛❡❝t

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷

✭✐✮ lim
H→0

F (H,L) = 0❀ lim
H→+∞

F (H,L) = +∞

✭✐✐✮ lim
L→0

F (H,L) = F (H, 0) ∈ R
+❀ lim

L→+∞
F (H,L) = 0✳

✭✐✐✐✮ lim
(H,L)→(0,0)

F (H,L) = 0❀ lim
(H,L)→(+∞,+∞)

F (H,L) ∈ R
+

❯♣ t♦ ♥♦✇✱ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✇ ♠✐❣r❛♥ts mt✳

Ḣ = p(1 − a)Lt − gHt ❀ H(0) = H0 ✭✸✮

L̇ = i + F (Ht, Lt) − [a + p(1 − a)]Lt;L(0) = L0 ✭✹✮

✶✷❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ♦❢ ❇❡❤r❡♥s ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✱ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ✏r❡❝r✉✐t✑ ♥❡✇ ♠✐❣r❛♥ts✳

✶✷



✇✐t❤ H0 > 0 ❛♥❞ L0 > 0 t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❖✉r ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✸✱ ✇✐t❤ ❢✉❧❧ ❛rr♦✇s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✢♦✇s ♦❢ ✐♥❞✐✲

✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞ ❞♦tt❡❞ ❛rr♦✇s ✢♦✇s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❚❤❡ ❋❧♦✇ ❉✐❛❣r❛♠

❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ✏❝♦♥t❛❣✐♦♥✑ ❢✉♥❝t✐♦♥

st✐♠✉❧❛t❡s ♦r ❞✐s❝♦✉r❛❣❡s t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ ♥❡✇ ♠✐❣r❛♥ts✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐♥❝r❡❛s❡s ♦r ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❣r♦✉♣s ❜❡②♦♥❞✳

■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ✇✐❧❧ ❛❝❝❡❧✲

❡r❛t❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss ❡✛❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡

str♦♥❣❡r✿ dL̇
dH

= ∂F (Ht,Lt)
∂Ht

> 0 ✉♥❞❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✳

❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❛♠❡

❣r♦✉♣ ✐s ♥♦t s♦ ♦❜✈✐♦✉s s✐♥❝❡ s❡✈❡r❛❧ ❢♦r❝❡s ♣❧❛② ♦♣♣♦s✐t❡ r♦❧❡s ✈✐❛ t❤❡ ✏❝♦♥t❛❣✐♦♥✑ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs r❡✐♥❢♦r❝❡s t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t

✇❤✐❝❤ ❞❡❝r❡❛s❡s ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✇ ♠✐❣r❛♥ts ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t✉r♥✱

❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ❣r♦✇s✱

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts ❡①✐t✐♥❣ t❤✐s ❣r♦✉♣ ✭❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❞✐s❛♣♣❡❛r ❢♦r ❡①♦❣❡♥♦✉s r❡❛s♦♥s

♦r ❜❡❝♦♠❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧✮ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ✇✐❧❧ r❛✐s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✇✐❧❧

✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✧r❡❝r✉✐t♠❡♥t✧ ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✇ ♠✐❣r❛♥ts✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇

r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❝r❡❞✐❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦r❝❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇

r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❛t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✏r❡❝r✉✐t♠❡♥t✑ ❡✛❡❝t✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡s❡ ❝♦♠♠❡♥ts✳

✶✸



❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸ dL̇
dL

= ∂H
∂L

· ∂F (Ht,Lt)
∂Ht

+
∂F (Ht, Lt)

∂Lt
− [a + p(1 − a)]

︸ ︷︷ ︸

≡C

< 0

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸ t❤✉s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✧r❡❝r✉✐t♠❡♥t✧ ❡✛❡❝t✱
∂H
∂L

· ∂F (Ht,Lt)
∂Ht

✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡

t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ q✉✐t t❤✐s ❣r♦✉♣ ✭❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♦r ❜❡❝♦♠✐♥❣ s✉❝❝❡ss❢✉❧✮✱

C ≡ ∂F (Ht,Lt)
∂Lt

− [a + p(1 − a)]✱ ✇✐t❤ C < 0 ✉♥❞❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸ ✐♠♣❧✐❡s

t❤❛t C < ∂H
∂L

· ∂F (Ht,Lt)
∂Ht

✳

✹✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❆ st❡❛❞② st❛t❡✱ ✐❢ ✐t ❡①✐sts✱ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮

❛♥❞ ✭✹✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t♦ ③❡r♦✳ ❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮✱ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡r

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✿

H∗
t =

p(1 − a)

g
L∗

t ✭✺✮

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs✱ ❛t t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✱ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦✇

r❡♠✐tt❡rs✱ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② r❛t✐♦ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs t♦ ❜❡❝♦♠❡

❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ♦✈❡r t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs✳

❙❡tt✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮ t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❢♦r t❤❡

❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✿

i + F

(
p(1 − a)

g
L∗

t , L
∗
t

)

− [a + p(1 − a)]L∗
t = 0 ✭✻✮

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ (Lt) ≡ i + F
(

p(1−a)
g

Lt, Lt

)

− [a + p(1 − a)]Lt✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡

st❡❛❞② st❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

φ (L∗
t ) = 0 ✭✼✮

❖♥ t❤❡ ❜❛s✐s t❤❛t t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥

t❤❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞

t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✼✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❯♥❞❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✷ ❛♥❞ ✸✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ st❛t✐♦♥❛r② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

✶✹



Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

r♦♦ts ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ s②st❡♠✳ ❖♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❡q✉❛t✐♦♥s s②st❡♠ ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮✱ ✇❡

❢♦r♠ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐t ❛t t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ♣♦✐♥t (L∗, H∗)✳

J =

(
∂Ḣ
∂H

∂Ḣ
∂L

∂L̇
∂H

∂L̇
∂L

)

(L∗,H∗)

=

(

−g p(1 − a)
∂F (·)
∂H

C

)

(L∗,H∗)

✭✽✮

✇✐t❤ C = ∂F (·)
∂L

− [a + p(1 − a)] < 0✳

❚❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ tr❛❝❡ Tr(J)✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t det(J) ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ∆(J) ♦❢ t❤❡

❥❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ❣✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t st❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷

✭✐✮ ❋♦r ❛♥② (L∗, H∗)✱ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✐s ❛ ♥♦❞❡✳

✭✐✐✮ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ r♦♦ts λ1,2 ❛r❡ ❜♦t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❜♦t❤ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡

❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs tr❛❥❡❝t♦r②✱ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

(L∗, H∗) ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ s❤♦✇s t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ✐♥✐t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ❛♥❞ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs✱

❛❧❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✢♦✇ t♦✇❛r❞s t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✳

✹✳✸ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s

❚❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ❧♦❝❛❧

✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs

✭a✮✱ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ✭g✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r

❜❡❝♦♠❡s ❛ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡r ✭t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss p✮✳

■♥ ❛ ✜rst st❡♣✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs x = {a, g, p} ♦♥

t❤❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t φ(L, x) ✐s s✉❝❤ t❤❛t

φ(L, x) = 0 ❛♥❞ t❤❛t ✐ts ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ L ✐s str✐❝t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t

t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ L = ϕ(x)✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ t♦

❞❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ dL
dx

= ϕ′(x)✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t✿

✶✺



dL

dx
= −

∂φ(L,x)
∂x

∂φ(L,x)
∂L

, ✇✐t❤
∂φ(L∗, x)

∂L
< 0 ✭✾✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦♥ t❤❡

❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡

✐♥ t❤❛t ♣❛r❛♠❡t❡r ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ(L, x) = 0✳ ❚❤❛t ✐s✿

sign

(
dL

dx

)

= sign

(
∂φ(L, x)

∂x

)

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♦♥❡

♦❢ t❤❡s❡ s❛♠❡ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✮✱ ✇❡

♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ L ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ♦❢ x✱ H (L(x), x)✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

dH(·)

dx
=

∂H(·)

∂L
·
dL

dx
+

∂H(·)

∂x
=

p(1 − a)

g

dL

dx
+

∂H

∂x
✭✶✵✮

❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❤✉s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦♥ ❜♦t❤

t❤❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ dL
dx

✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ∂H
∂x

✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s

✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s ✐❢ dL
dx

❛♥❞ ∂H
∂x

❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ st❡❛❞② st❛t❡ H∗

♦❢ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ L✱ a✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ H✱ g✱ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ✐♠♣❛❝t t❤❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤

r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss✱ p✱ ✐s q✉✐t❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❨❡t✱ ❜② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛♥

✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❛t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❜♦t❤ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛✲

t✐♦♥s✱ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♠✐❣r❛♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❆❧❧ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✲ a✱ g ❛♥❞ p

✲ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts ❛s

❢♦❧❧♦✇s✿

✶✻



• ❚❤❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭L∗✮ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡s ♦❢ ❧♦✇

❛♥❞ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ✭a ❛♥❞ g✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs✱ ❛t

t❤❡ ♠❛r❣✐♥✱ ✐s ❤✐❣❤❡r ✭r❡s♣✳ ❧♦✇❡r✮ t❤❛♥ t❤❡✐r ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡r ✭p✮ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ ♥❡❣❛t✐✈❡✮ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❧♦✇

r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✳

• ❚❤❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭H∗✮ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡s ♦❢

❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ✭a ❛♥❞ g✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ✭p✮✳

• ❚❤❡ ♠✐❣r❛♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭M∗✮ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡s ♦❢ ❧♦✇ ❛♥❞

❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ✭a ❛♥❞ g✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ✭p✮ ✐♥❝r❡❛s❡s

t❤❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡

t♦t❛❧ ♠✐❣r❛♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡

♦r ❞❡❝r❡❛s❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❢♦r❝❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡s✱ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡

❛♥❞ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

❚❛❜❧❡ ✶ ♣r❡s❡♥ts ❛❧❧ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✿

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❙t❛t✐❝s

dL/dx dH/dx dM/dx

❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ▲ ✲ ✲ ✲
❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ❍ ✲ ✲ ✲
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❍ +/− + +/−

✺ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ♠✐❣r❛t❡

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ t✉r♥s t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ✐♠♣❛❝t ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝❧❛✐♠✐♥❣ t❤❛t r❡♠✐tt❛♥❝❡s ♠❛② ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❛✛❡❝t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s t♦

♠✐❣r❛t❡✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ r❛♥❣❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✈❛r✐♦✉s ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡

♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ st❡❛❞② st❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ♥♦t

❛♥❛❧♦❣✉❡ t♦ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ t♦ st✉❞② ❛❧❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞

t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ✇♦r❞②✳

✶✼



✺✳✶ ❍✐❣❤ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛s ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t

❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r♦❧❡ ♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ♥❡✇ ♠✐✲

❣r❛♥ts✱ m✱ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs✱ H✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs✱ L✱ st✐♠✉❧❛t❡s ♣❡♦♣❧❡ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥ ❝♦✉♥tr② ✐♥t♦ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥✲

st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ r❡❝✐♣✐❡♥ts r❡❝❡✐✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ❛♠♦✉♥t ❢r♦♠ ❛❜r♦❛❞✱ t❤❡✐r ✐♥❝♦♠❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s

✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t✉r♥✱ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡✐r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s t♦ ♠✐❣r❛t❡ ❢♦r ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❛s♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r

❤❛♥❞✱ r❡s✐❞❡♥ts r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❧♦✇ ❛♠♦✉♥ts st✐❧❧ ❤❛✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ s❡♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡

❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❛❜r♦❛❞ ✭❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ♥❡❡❞s ❛r❡ ♥♦t s❛t✐s✜❡❞✮ ❛♥❞ ♠❛② ✉s❡ t❤❡ r❡♠✐tt❛♥❝❡s t♦

✜♥❛♥❝❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝♦sts✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✏❝♦♥t❛❣✐♦♥✑ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤♦s❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ✏r❡❝r✉✐t♠❡♥t✑ ❡✛❡❝t ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦✇

r❡♠✐tt❡rs ✭L✮ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ✭H✮✳

❖♥ t❤✐s ❜❛s✐s✱ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✹ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✹

✭✐✮ F (H,L) ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ H❀ ∂F (H,L)/∂H < 0✳

✭✐✐✮ F (H,L) ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ L❀ ∂F (H,L)/∂L > 0✳

❲❡ ❛❧s♦ r❡✈❡rs❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡♠ t♦ ✜t t❤✐s ♥❡✇ ❝❤❛♥♥❡❧✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✺

✭✐✮ lim
H→0

F (H,L) = F (0, L) ∈ R
+❀ lim

H→+∞
F (H,L) = 0

✭✐✐✮ lim
L→0

F (H,L) = 0❀ lim
L→+∞

F (H,L) = +∞✳

✭✐✐✐✮ lim
(H,L)→(0,0)

F (H,L) = 0❀ lim
(H,L)→(+∞,+∞)

F (H,L) ∈ R
+

❉❡s♣✐t❡ t❤❡s❡ ♥❡✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✏❝♦♥t❛❣✐♦♥✑ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✸ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss

r❡♠❛✐♥s tr✉❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱

t❤❡ ❢♦r❝❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ str♦♥❣❡r

t❤❛♥ t❤♦s❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❝r❡❞✐❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ❝❛♥♥♦t ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢

t❤❡ ✏❝♦♥t❛❣✐♦♥✑ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧② ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ♥♦✇ ❝♦♠♣❛r❡

✶✽



❛ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡

✏r❡❝r✉✐t♠❡♥t ❡✛❡❝t✑ ∂F (H,L)/∂L ♥❡t ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ✇❤♦ q✉✐t

t❤❡ ❣r♦✉♣✱ a + p(1 − a)✱ t♦ ❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡

❡✛❡❝t ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs✱ ∂H
∂L

· ∂F (Ht,Lt)
∂Ht

✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ C = ∂F (Ht,Lt)
∂Lt

−[a + p(1 − a)]

✐s ♥♦✇ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸ ♦♥❧② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t C <

−
∂H

∂L
·
∂F (Ht, Lt)

∂Ht
︸ ︷︷ ︸

≡C0

✳

✺✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡

❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♣❡r✉s❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s s❤♦✇s

t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ ❤❛s ❡①❛❝t❧② t❤❡

s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ♦❢ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs✱ ✐❢ ✐t ❡①✐sts✱ ✐s

❛❧s♦ t❤❡ s❛♠❡✿

H∗
t =

p(1 − a)

g
L∗

t φ (L∗) = i + F

(
p(1 − a)

g
L∗

t , L
∗
t

)

− [a + p(1 − a)]L∗
t = 0

●✐✈❡♥ t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✏❝♦♥t❛❣✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✑✱ ✇❡ ❡❛s✐❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥ ♦❢

t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✽✮ ✐s ♥♦✇ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♥❞ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡

♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✭✐t ✐s st✐❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡✮✱ t❤❡

❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s s✐❣♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢

t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧❡❛❞s ✉s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t r❛♥❣❡s ♦❢

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡s✳✶✸ ❊❛❝❤ r❛♥❣❡ ❧❡❛❞s t♦ s♣❡❝✐❢② ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ◆❛♠❡❧②✱

t❤❡s❡ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❧♦✇

r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r (C = ∂F (·)/∂L−a−p(1−

a))✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈❡s ❞✐✛❡r❡♥t❧②✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ❯♥❞❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✸✲✺✱ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ✿

✭✐✮ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ st❡❛❞② st❛t❡✱

✭✐✐✮ t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❛ s✐♥❦ ✭st❛❜❧❡ ♥♦❞❡✴❢♦❝✉s✮ ♦r ❛ s♦✉r❝❡ ✭✐♥st❛❜❧❡ ♥♦❞❡✴❢♦❝✉s✮

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

✶✸❚❤❡s❡ ❢♦✉r ❝❛s❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳

✶✾



Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

❚❛❜❧❡ ✷ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

r❛♥❣❡ ♦❢ C ∈] −∞, C0[✳

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❚②♣❡s

C −∞ C1 0 g C2 C0

Tr(J) ✲ ✲ ✲ + +
∆(J) + ✲ ✲ ✲ +

❙t❛❜❧❡ ◆♦❞❡ ❙t❛❜❧❡ ■♥st❛❜❧❡ ■♥st❛❜❧❡
❋♦❝✉s ❋♦❝✉s ◆♦❞❡

✇✐t❤ C1 = −g − 2

√

p(1 − a)
(

− ∂F (·)
∂H

)

❛♥❞ C2 = −g + 2

√

p(1 − a)
(

− ∂F (·)
∂H

)

✷✵



✺✳✸ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s

▲✐❦❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ❛♥❛❧②s✐s t♦ st✉❞② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦♥

t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (a, g, p)✳

❚❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ♦❢ s✐❣♥s ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❡❛s✐❧② ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥

✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ r❛♥❣❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s

❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ♦❜t❛✐♥ s♦♠❡ r❡❧❡✈❛♥t r❡s✉❧ts ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ❆ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✲ ❛✱ ❣✱ ♣ ✲ ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢

❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❚❤❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭L∗✮ ❝❛♥ r✐s❡ ♦r ❢❛❧❧ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡s ♦❢

❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ✭a✮ ❜✉t ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡s ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ✭g✮✳

❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

s✉❝❝❡ss ✭p✮✳

• ❚❤❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭H∗✮ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡s ♦❢ ❧♦✇

r❡♠✐tt❡rs ✭a✮ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♥❡t ❡✛❡❝t ♦♥ ✏r❡❝r✉✐t♠❡♥t✑ ♦❢ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ✭C✮ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ r❡♠❛✐♥ ❛ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r

✭(1 − a)(1 − p)✮❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ a✳ ❚❤✐s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛t t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✱

❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡s ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ✭g✮ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♥❡t ❡✛❡❝t

♦♥ ✏r❡❝r✉✐t♠❡♥t✑ ♦❢ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ✭C✮ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡

❛♥❞ r✐s❡s ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ s✉❝❝❡❡❞ ✭p✮ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥

t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ✭a✮ ✐s

❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✏r❡❝r✉✐t♠❡♥t✑ ❡✛❡❝t ✭∂F (·)/∂L✮✳

• ❚❤❡ ♠✐❣r❛♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭M∗✮ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ♦r ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❞✐s❛♣✲

♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡s ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ✭a✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡s ♦❢ ❤✐❣❤

r❡♠✐tt❡rs ✭g✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥❡t ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐t✲

t❡rs ♦♥ ✏r❡❝r✉✐t♠❡♥t✑ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭C < 0✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ t♦t❛❧

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡s ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ✭g✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss r❡♠❛✐♥s ❛♠❜✐❣✉♦✉s ✇❤❡♥ t❤❡

♥❡t ❡✛❡❝t ♦♥ ✏r❡❝r✉✐t♠❡♥t✑ ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ✭C < −p(1 − a)✮ ✇❤❡r❡❛s ✐t ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡

♦t❤❡r✇✐s❡✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

❚❛❜❧❡ ✸ s✉♠s ✉♣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺

✷✶



❚❛❜❧❡ ✸✿ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❙t❛t✐❝s ✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✷

C −∞ −p(1 − a) C1 0 (1 − a)(1 − p) g C2 C0

❉✐s❛♣♣❛r✐♥❣ dL/da +/− +/− +/− +/− +/− +/− +/−
r❛t❡ ♦❢ L dH/da ✲ ✲ ✲ ✲ + + +

dM/da +/− +/− +/− +/− +/− +/− +/−
❉✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ dL/dg + + + + + + +
r❛t❡ ♦❢ H dH/dg ✲ ✲ ✲ + + + +

dM/dg +/− +/− +/− + + + +
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② dL/dp ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲
t♦ ❜❡❝♦♠❡ dH/dp + ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲

H dM/dp +/− ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲

✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s

Pr❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s r❡✈❡❛❧❡❞ ❤♦✇✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢

t❤❡ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭a✱ g ♦r p✮ ❛✛❡❝ts t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐♥ ♦t❤❡r

✇♦r❞s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs✳ ❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞

t♦ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❛② ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜②

♣✉❜❧✐❝ ♣♦❧✐❝✐❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr② ♦r ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❝♦✉♥tr② ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❣♦♦❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞

t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♠♣❛❝ts ♠❛② ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ♣♦❧✐❝②✲♠❛❦❡rs✳

❚❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ❢❛✐❧✐♥❣ ♠✐❣r❛♥ts ✭a✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs

✇❤♦ q✉✐t t❤✐s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❜✉t ❞♦ ♥♦t ❜❡❝♦♠❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs✳ ❚❤❡s❡ ♠✐❣r❛♥ts ♠❛② ❧❡❛✈❡

t❤❛t ❣r♦✉♣ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡✐r ❤♦♠❡ ❝♦✉♥tr② ✈♦❧✉♥t❛r✐❧②✶✹

♦r s✐♠♣❧② ❞✐❡✳✶✺ ❇✉t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ❝❛♥ ❛❧s♦ r❡✢❡❝t

s♣❡❝✐✜❝ ♣✉❜❧✐❝ ♣♦❧✐❝✐❡s ❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞s ♠✐❣r❛♥ts✿ ♣♦❧✐❝✐❡s t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ♠✐❣r❛♥ts✬ r❡t✉r♥s

t♦ t❤❡✐r ❤♦♠❡ ❝♦✉♥tr②✱ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t♦ r❡♥❡✇ r❡s✐❞❡♥❝❡ ♣❡r♠✐ts ❛♥❞ ✈✐s❛s✱ ❞❡♣♦rt❛t✐♦♥s ♦❢

✐❧❧❡❣❛❧ ♠✐❣r❛♥ts✳ ✳ ✳

❋♦r ❜♦t❤ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ❤❛s ❛ ❞✐r❡❝t

♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱

s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠✐❣r❛♥ts ❞❡♣❡♥❞s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ✢♦✇s ❢r♦♠ ❢❛✐❧✐♥❣ ♠✐✲

❣r❛♥ts t♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♦♥❡s✿ t❤❡ ❧❡ss ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs t❤❡r❡ ❛r❡✱ t❤❡ ❧❡ss ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs t❤❡r❡ ✇✐❧❧

❜❡ ✭r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♥❡✇ ♠✐❣r❛♥ts ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❥♦✐♥ t❤❡ ❢❛✐❧✐♥❣ ♠✐❣r❛♥ts

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✮✳

✶✹❚❤❡② ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❣♦ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❝♦✉♥tr② t❤❛♥ t❤❡✐r ❤♦♠❡ ❝♦✉♥tr②✳
✶✺◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② r❛t❡ ♦❢ ❢❛✐❧✐♥❣ ♠✐❣r❛♥ts ♠❛② ❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② r❛t❡ ♦❢ ♥❛t✐✈❡s ♦❢

t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr② ♦r ❡✈❡♥ t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢❛✐❧✐♥❣ ♠✐❣r❛♥ts ♠❛② ❤❛✈❡
str❡♥✉♦✉s ❥♦❜s✱ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ✇♦rs❡ ❤❡❛❧t❤ ✐♥s✉r❛♥❝❡s✱ ❧✐✈❡ ✐♥ ♣♦♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ✳ ✳

✷✷



❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧s♦ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ✏❝♦♥t❛❣✐♦♥✑ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞

t❤✉s ❤❛s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡

✜rst ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛❝t ❛s ❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥t ❢❛❝t♦r✱ ❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❧♦✇

r❡♠✐tt❛♥❝❡s ♣❧❛② t❤❛t r♦❧❡✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ✐♥❞✉❝❡s

❛ ❞✐r❡❝t ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❛ s♠❛❧❧❡r ✭r❡s♣✳ ❤✐❣❤❡r✮

❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ✜rst ✭r❡s♣✳ s❡❝♦♥❞✮ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡

❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❞✐r❡❝t ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❛ s♠❛❧❧❡r ✭r❡s♣✳ ❤✐❣❤❡r✮ r❡❝r✉✐t♠❡♥t ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ✜rst ✭r❡s♣✳ s❡❝♦♥❞✮ ❝❤❛♥♥❡❧✳

■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝r✉✐t♠❡♥t ❡✛❡❝ts ✈❛r② ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t

❤❛✈❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✇ ♠✐❣r❛♥ts ❛♥❞ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦✇ ❛♥❞

❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♠✐❣r❛♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ ✜rst ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❛s s❤♦✇♥

✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✱ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ❛♠❜✐❣✉♦✉s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳

❚❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ✭g✮ ✐s ✐♥ ♣❛rt s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡

♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs s✐♥❝❡ ✐t ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥ts r❡t✉r♥s ❛♥❞ ❞❡❛t❤s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧

♠✐❣r❛♥ts ♠❛② ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ st❛②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr②✿ t❤❡

❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ g ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s ♠✐❣r❛♥ts ✇❤♦ st♦♣ r❡♠✐tt✐♥❣✳

❋♦r ❜♦t❤ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ❤❛s ❛ ❞✐r❡❝t

♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❣❤

r❡♠✐tt❡rs✱ ❡✐t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛❝t✉❛❧❧② ❧❡❢t t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr② ♦r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② st♦♣♣❡❞ r❡✲

♠✐tt✐♥❣✱ ❤❛s ✐♥❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ✏❝♦♥t❛❣✐♦♥✑ ❢✉♥❝t✐♦♥✿ ✐t ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t

♦♥ t❤❡ r❡❝r✉✐t♠❡♥t ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞

❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✇ ♠✐❣r❛♥ts ❛♥❞ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥

t❤❡ ✜rst ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✳

❚❤❡ ❢❛❧❧ ✭r❡s♣✳ r✐s❡✮ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ✐♥ t❤❡ ✜rst ✭r❡s♣✳ s❡❝♦♥❞✮ ❝❤❛♥♥❡❧✱

✐♥ t✉r♥✱ ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ ♣♦s✐t✐✈❡✮ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✐♥

t❤❡ ✜rst ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t ✐♠♣❛❝ts ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢

❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ♦♥ t❤❛t s❛♠❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ r❡✐♥❢♦r❝❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs

❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡s❡ ✐♠♣❛❝ts

✈❛r② ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡r

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❛♣✲

♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ✭s✐♥❝❡ ❜♦t❤ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡❝r❡❛s❡ ❛s ✇❡❧❧✮✳ ■♥ t❤❡

s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♠✐❣r❛♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡s✳

✷✸



●✐✈❡♥ t❤❡s❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ♠❛② ❜❡ t❛r❣❡t❡❞ ❜②

♣♦❧✐❝②✲♠❛❦❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✢♦✇s✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝ts ♦❢ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ♦♥ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts ❛r❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐❢ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♥♥❡❧ ♣r❡✈❛✐❧s❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡

❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ❤❡r❡ ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥t ❢❛❝t♦r✳ ❋✐rst✱

♣♦❧✐❝②✲♠❛❦❡rs ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜♦t❤ ❞✐s✲

❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡s✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧✐❝✐❡s ❢❛❝✐❧✐t❛t✐♥❣ ♠✐❣r❛♥ts✬ r❡t✉r♥s t♦

t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ♦r ♠❛❦✐♥❣ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t❤❡✐r st❛②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr② ✭♣♦❧✐❝✐❡s

❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ r❡♥❡✇❛❧ ♦❢ ✈✐s❛s✱ ♣♦❧✐❝✐❡s r❡❞✉❝✐♥❣ ❧❛❜♦r ❛❝❝❡ss✳ ✳ ✳ ✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♣♦❧✐❝✐❡s ✐♥✲

✢✉❡♥❝✐♥❣ ✐♥❞✐r❡❝t❧② t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠✐❣r❛♥ts ♠❛② ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠✐❣r❛♥t ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡♥❡✜❝✐❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛♠✐❧②✲

r❡✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝②❀ ♦♥❝❡ ❤✐s ❢❛♠✐❧② ❤❛s ❥♦✐♥❡❞ ❤✐♠ ✐♥ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr②✱ ❤❡ ♠❛② st♦♣ s❡♥❞✐♥❣

r❡♠✐tt❛♥❝❡s s✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❜❡♥❡✜❝✐❛r✐❡s ♥♦✇ ❧✐✈❡ ✇✐t❤ ❤✐♠✦ ◆❛t✉r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s

♠❛② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✿ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠✐❣r❛♥t ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

❜❡✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧✐③❡❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ❤❡ ♠❛② ❢❡❡❧ t❤❛t ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥②♠♦r❡ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s

t♦ s❡♥❞ ♠♦♥❡② ❜❛❝❦ t♦ ❤✐s ♦r✐❣✐♥ ❝♦✉♥tr②✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣♦❧✐❝② t❤❡r❡❢♦r❡ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❞✐s✲

❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ✇❤♦ ✧❡①✐t✧ ❢r♦♠ t❤✐s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣✐♥❣ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs

♦♥ t❤❡ ♠✐❣r❛♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ♣♦❧✐❝②✲♠❛❦❡rs ❝❛♥ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡s❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✶✻✳

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❥♦✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ♦♥❡ ✭p✮

✐s q✉✐t❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣r❡❝✐s❡❧② ❞❡✜♥❡✳ ■t ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr② ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t

❛♥❞ r❡✈❡❛❧s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡❡❞✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ❛♥❞ s♦❝✐❛❧❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠❡❛s✉r✐♥❣

t❤❛t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ✐ts ❝❛✉s❡s r❡♠❛✐♥s ❛ tr✐❝❦② q✉❡st✐♦♥✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸ ❛♥❞ ✺ ②✐❡❧❞ s♦♠❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢

❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❛t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❢♦r❝❡s ✐♥ ❛❝t✐♦♥✳

❋✐rst✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ❤❛s ❛ ❞✐r❡❝t ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❧♦✇

r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❞✐r❡❝t ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs ♦♥ ❜♦t❤

❝❤❛♥♥❡❧s✳

❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❜♦t❤ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ✐♥❞✐r❡❝t ✐♠♣❛❝ts ♦♥ t❤❡ ✏❝♦♥t❛❣✐♦♥✑

❢✉♥❝t✐♦♥✿ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♠♣❧② ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ❛♥❞

❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝r✉✐t♠❡♥t ❡✛❡❝t ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s t❤❡ ❡①❛❝t ♦♣♣♦s✐t❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧✳

❆♥②✇❛②✱ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ t❤❡ r❡❝r✉✐t♠❡♥t ❛♥❞ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts ✈❛r② ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s

✶✻❲❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡♥t ❜② t❤♦s❡ ✇❤♦ r❡t✉r♥✱ ❜② t❤♦s❡ ✇❤♦ ❞✐❡ ♦r ❜② t❤♦s❡
❜❡♥❡✜❝✐❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❢❛♠✐❧②✲r❡✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s ♠❛② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t❀ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❛r❡ tr❡❛t❡❞
❛s s✐♠✐❧❛r s✐♥❝❡ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ r❡♠✐tt✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts✳
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❛♥❞ t❤✉s ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✇ ♠✐❣r❛♥ts ❛♥❞ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ♦♥ t❤❡

❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss

✐s t❤✉s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❜♦t❤ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ r❡♠✐tt❡rs ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡

s❡❝♦♥❞✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t ✐♠♣❛❝ts r❡✐♥❢♦r❝❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✭♣♦s✐t✐✈❡❧②✮

✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ❢♦r t❤❡ ❧♦✇

r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞

❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t ✐♠♣❛❝ts r❡✐♥❢♦r❝❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✭♥❡❣❛t✐✈❡❧②✮ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡

❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱

✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳

❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts ✐s ❛♠❜✐❣✉✲

♦✉s ❛s ✇❡❧❧✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ✐❢ t❤❡ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♠♦✈❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥

✇❤❡♥ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❜♦t❤ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❛♥❞

❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♠✐❣r❛♥ts ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✲

✇❛r❞ ✭♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♥♥❡❧✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✮✳ ■♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t

♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐♥ t❤❡ ✜rst s❝❤❛♥♥❡❧✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r✲

❡♥t✐❛❧s✿ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ❛♥❞

t❤❡✐r ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✧❡①✐t✐♥❣✧ r❛t❡ ♦❢ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ✭t❤♦s❡

✇❤♦ ❞✐s❛♣♣❡❛r ❛♥❞ t❤❡ ✇♦✉❧❞✲❜❡ ♠✐❣r❛♥ts ✇❤♦ ❞✐❞ ♥♦t ♠✐❣r❛t❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡

❡✛❡❝t✮❀ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs

❛♥❞ t❤❡✐r ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❡✛❡❝t ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✏❡①✐t✐♥❣✑ r❛t❡ ♦❢ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs

✭t❤♦s❡ ✇❤♦ ❞✐s❛♣♣❡❛r ♠✐♥✉s t❤❡ ♠✐❣r❛♥ts ✇❤♦ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❝♦♠❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡

❡✛❡❝t✮✳ ■❢ t❤❡ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ t❤❡♥ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs ❡①✐t ♠♦r❡

✏r❛♣✐❞❧②✑ t❤❛♥ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡rs❀ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❡✛❡❝t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t✱ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♠✐❣r❛♥ts ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss✳ ■♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ s✉❝❝❡ss ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♠✐❣r❛♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡s❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ✐♠♣❛❝ts✱ s♦♠❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞s ♠✐❣r❛♥ts ✐♥ ❤♦st ❝♦✉♥✲

tr✐❡s ✭❛✣r♠❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s✱ tr❛✐♥✐♥❣ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ✳ ✳ ✮ ✇✐❧❧ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥

t❤❡✐r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ❛♥❞ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✢♦✇s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ❤✐❣❤

r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥t ❢❛❝t♦r ✭✐✳❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣r❡✈❛✐❧s✮✱ ✐❢

♣✉❜❧✐❝ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠✐❣r❛♥ts ✐s ❤✐❣❤ ✭t❤r♦✉❣❤

♥✉♠❡r♦✉s ❢❛♠✐❧② r❡✉♥✐✜❝❛t✐♦♥s ♦r ♥❛t✉r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢

❢❛✐❧✐♥❣ ♠✐❣r❛♥ts ❧♦✇✱ t❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts ♠❛② s✉r♣r✐s✐♥❣❧②

✐♥❞✉❝❡ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts✳
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❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥

t♦♦❧ t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✢♦✇s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ ❤♦✇

t❤❡s❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❧s♦ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ t❤r♦✉❣❤ ❛♥♦t❤❡r ❝❤❛♥♥❡❧✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡

❝♦♥t❛❣✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❇② ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡s❡

♣❛r❛♠❡t❡rs ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛

❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❡❧✐❡❢s✳

✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s

❝r❡❛t❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s r❡✈❡❛❧✐♥❣ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦r t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts ✐♥

t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr② ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❝♦✉♥tr②

♦❢ ♠✐❣r❛♥ts✳ ❘❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛r❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ✧❝♦♥t❛♠✐♥❛♥t✧ ❢❛❝t♦r ❢♦r ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳

❚❤✐s ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s ♥♦t ♦♥❧② t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝s

✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r

❛ ♠✐❣r❛♥t t♦ s✉❝❝❡❡❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr②✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❞r❛✇ s♦♠❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❢♦r ♣✉❜❧✐❝ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❆♥❞ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧✱ ✇❡ ❤♦♣❡ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ♠♦❞❡❧s

❛s ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛✈❡♥✉❡ ❢♦r r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♠✐tt❛♥❝❡s✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ✐♠♣❛❝t

♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♥♥❡❧✱ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ♣❧❛② ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ r♦❧❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡❝♦✲

♥♦♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr②✿ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❛♥❝❡s✱ r❡✈❡❛❧✐♥❣ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts✱

❝r❡❛t❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ♠✐❣r❛t❡✱ ✇❤✐❧❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❛♥❝❡s✱ r❡✈❡❛❧✐♥❣ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts✱ t❡♥❞

t♦ ❞✐ss✉❛❞❡ ✇♦✉❧❞✲❜❡ ♠✐❣r❛♥ts✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♠♣❛❝t ♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s

✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❛♥❝❡s✱ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ r❡❝✐♣✐❡♥ts ✐♥ t❤❡✐r

♦r✐❣✐♥ ❝♦✉♥tr②✱ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥s ✭❛♥❞ ❞❡❝✐s✐♦♥s✮✱ ✇❤✐❧❡ ❧♦✇

r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❞♦ ♥♦t ❢✉❧✜❧❧ r❡❝✐♣✐❡♥ts ♥❡❡❞s ❜✉t ❝❛♥ ❤❡❧♣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞

t❤✉s ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ❢✉rt❤❡r ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ♣❧❛② ❜♦t❤ r♦❧❡s✿ t❤❡②

❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ r❡❝✐♣✐❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡② ❣✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t

t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♠♣❛❝ts ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ♦✈❡rr✐❞❡ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ t❤❡

✜♥❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡

✐♠♣❛❝ts✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❡ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♥♥❡❧ ❛s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐❣✲

♥❛❧✐♥❣ r♦❧❡ ♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ t❤❡✐r ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♠♣❛❝t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ st✉❞②

♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝❛s❡✳

❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s❤♦✇s t❤❛t✱ ✉♥❞❡r

❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❢❛♠✐❧②✲r❡✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s ♠❛② ❤❛✈❡ t❤❡ s✉r♣r✐s✲

✷✻



✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts ✐♥ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr②✱ ❜② ❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣

✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ♠✐❣r❛t❡ ❢♦r ✇♦✉❧❞✲❜❡ ♠✐❣r❛♥ts st✐❧❧ ✐♥ t❤❡✐r ❝♦✉♥tr② ♦❢ ♦r✐❣✐♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡s❡

♣♦❧✐❝✐❡s ✐♥❞✐r❡❝t❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ✏❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✑ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠✐❣r❛♥ts ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣

t❤❡✐r ♠♦t✐✈❡s t♦ r❡♠✐t✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣ r♦❧❡ ♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡✐r ❡❝♦♥♦♠✐❝

✐♠♣❛❝t✱ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❡✛❡❝t ❢r♦♠ ♠✐❣r❛♥ts✬ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ t❤✉s

t♦t❛❧ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳

▲✐❦❡✇✐s❡✱ ♣♦❧✐❝✐❡s ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts ❛♥❞ t❤✉s t❤❡✐r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

s✉❝❝❡ss ♠❛② ❤❛✈❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts✳ ❚❤❡s❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ✇✐❧❧

✐♥❞✉❝❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠✐❣r❛♥ts ✐❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣ r♦❧❡ ♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s

✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♠♣❛❝t✱ ❛♥❞ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛✐❧✐♥❣ ♠✐❣r❛♥ts

♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♠✐❣r❛♥t

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♦t❤❡r ♣✉❜❧✐❝ ♣♦❧✐❝✐❡s ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣

t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡t❡rr✐♥❣ ❡✛❡❝ts

♦❢ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ♣♦❧✐❝✐❡s ❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞s ♠✐❣r❛♥ts✱ ❤♦st

❝♦✉♥tr✐❡s ♠✉st ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❢✉t✉r❡

♠✐❣r❛t✐♦♥ ✢♦✇s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✧❝♦♥t❛❣✐♦♥✧ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉♠♠✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡t❡rr✐♥❣

❡✛❡❝ts ♦❢ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡rs✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝ts ♦♥ ❢✉t✉r❡

♠✐❣r❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

❚❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦✛❡rs ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ❛❣❡♥❞❛ ♦♥ t❤❡ s✉❜✲

❥❡❝t ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♠✐tt❛♥❝❡s✳ ❋✐rst✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣s

❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❞❡♣❡♥❞s ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡✐r ❛♠♦✉♥ts

❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ♠✐❣r❛♥ts t♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② s✉❝❝❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr②✳ ❚❤✐s

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❛s t❛❦❡♥ ❛s ❡①♦❣❡♥♦✉s ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❜✉t ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦✉❧❞ tr② t♦ ❡♥❞♦✲

❣❡♥❡✐③❡ ✐t✳ ❋✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ♠❛② ❛❧s♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ r❡t✉r♥✐♥❣ ♠✐❣r❛♥ts ♦♥

♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t r❡♠✐tt❛♥❝❡s ♠❛② ♥♦t r❡✈❡❛❧ ♣❡r❢❡❝t❧②

t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ♠✐❣r❛♥ts ♠❛② ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡

r❡♠✐tt❡❞ ❛♠♦✉♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡✐r s♦❝✐❛❧ st❛t✉s ✭◆❛✐❞✐t❝❤ ✫ ❱r❛♥❝❡❛♥✉✱ ✷✵✶✶✮✱ ♦r✱

♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡② ♠❛② ❜❡ r❡❧✉❝t❛♥t t♦ s❡♥❞ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥ts ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② s✉❝❝❡❡❞❡❞

✐♥ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ st✉❞② ♠♦r❡ t❤♦r♦✉❣❤❧② t❤❡

✐♠♣❛❝t ♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♣✉❜❧✐❝ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛✐♠✐♥❣ ❛t ♠❛♥❛❣✐♥❣ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s

s❡❧❡❝t❡❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s✱ ❢❛♠✐❧②✲r❡✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s✱ ❜♦r❞❡rs ❝♦♥tr♦❧s✳ ✳ ✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ r❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ♥❡❝❡ss❛r② t♦

♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ r♦❜✉st ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❛r❡ ❧❛❝❦✐♥❣✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦♥ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts ❢r♦♠ ♦♥❡ ❝♦✉♥tr②

r❡s✐❞✐♥❣ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡✱ ♥♦t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r❛t❡s ❛♥❞

✷✼



t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ♦❢ ♠✐❣r❛♥ts✳ ❚❤✐s ✜rst t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✐s ❛ ♣❧❡❛ ❢♦r ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞✐✈❡rs❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥

❛♥❞ r❡♠✐tt❛♥❝❡s✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❇❡❤r❡♥s✱ ❉✳❆✳✱ ❈❛✉❧❦✐♥s✱ ❏✳P✳✱ ❚r❛❣❧❡r✱ ●✳✱ ❍❛✉♥s❝❤♠✐❡❞✱ ❏✳▲✳✱ ❛♥❞ ❋❡✐❝❤t✐♥❣❡r✱ ●✳

✶✾✾✾✳ ❆ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞r✉❣ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥✿ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ ❞r✉❣ ❝♦♥tr♦❧✳

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇✐♦s❝✐❡♥❝❡s✱ ✶✺✾✱ ✶✱ ♣♣✳ ✶✲✷✵✳

❬✷❪ ❇❡✐♥❡✱ ▼✐❝❤❡❧✱ ❉♦❝q✉✐❡r✱ ❋ré❞ér✐❝✱ ❛♥❞ Ö③❞❡♥✱ ➬❛➜❧❛r✳ ✷✵✶✶✳ ❉✐❛s♣♦r❛s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✾✺✱ ♣♣✳ ✸✵✕✹✶✳

❬✸❪ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❉✳ ✶✼✻✻✳ ❊ss❛✐ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦rt❛❧✐té ❝❛✉sé❡ ♣❛r ❧❛ ♣❡t✐t❡

✈ér♦❧❡✳ ▼❡♠ ▼❛t❤ P❤② ❆❝❛❞ ❘♦② ❙❝✐ P❛r✐s ✶✼✻✻✳ ✭❊♥❣❧✐s❤ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡♥t✐t❧❡❞ ❵❆♥

❛tt❡♠♣t ❛t ❛ ♥❡✇ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② ❝❛✉s❡❞ ❜② s♠❛❧❧♣♦① ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s

♦❢ ✐♥♦❝✉❧❛t✐♦♥ t♦ ♣r❡✈❡♥t ✐t✬ ■♥ ❙♠❛❧❧♣♦① ■♥♦❝✉❧❛t✐♦♥✿ ❆♥ ❊✐❣❤t❡❡♥t❤ ❈❡♥t✉r② ▼❛t❤✲

❡♠❛t✐❝❛❧ ❈♦♥tr♦✈❡rs②✱ ❇r❛❞❧❡② ▲✳ ❆❞✉❧t ❊❞✉❝❛t✐♦♥ ❉❡♣❛rt♠❡♥t✿ ◆♦tt✐♥❣❤❛♠✱ ✶✾✼✶✱

✷✶✮✳

❬✹❪ ❇♦❧❧❛r❞✱ ❆❧❜❡rt✱ ▼❝❑❡♥③✐❡✱ ❉❛✈✐❞✱ ▼♦rt❡♥✱ ▼❡❧❛♥✐❡ ❛♥❞ ❘❛♣♦♣♦rt✱ ❍✐❧❧❡❧✳ ✷✵✶✶✳ ❘❡✲

♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❇r❛✐♥ ❉r❛✐♥ ❘❡✈✐s✐t❡❞✿ ❚❤❡ ▼✐❝r♦❞❛t❛ ❙❤♦✇ ❚❤❛t ▼♦r❡ ❊❞✉❝❛t❡❞

▼✐❣r❛♥ts ❘❡♠✐t ▼♦r❡✳ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✷✺✱ ✶✱ ♣♣✳ ✶✸✷✲✶✺✻✳

❬✺❪ ❇♦r❥❛s✱ ●❡♦r❣❡ ❏✳ ✶✾✽✼✳ ❙❡❧❢ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❊❛r♥✐♥❣s ♦❢ ❊♠✐❣r❛♥ts✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✼✼✱ ♣♣✳ ✺✸✶✲✺✺✸✳

❬✻❪ ❇♦r❥❛s✱ ●❡♦r❣❡✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❇r❛ts❜❡r❣✱ ❇❡r♥t✳ ✶✾✾✻✳ ❲❤♦ ▲❡❛✈❡s❄ ❚❤❡ ❖✉t♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❋♦r❡✐❣♥✲❇♦r♥✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✼✽✱ ✶✱ ♣♣✳✶✻✺✲✶✼✻✳

❬✼❪ ❇r♦✇♥✱ ❘✐❝❤❛r❞ P✳ ❈✳ ✶✾✾✽✳ ❉♦ ▼✐❣r❛♥ts✬ ❘❡♠✐tt❛♥❝❡s ❉❡❝❧✐♥❡ ♦✈❡r ❚✐♠❡❄ ❊✈✐❞❡♥❝❡

❢r♦♠ ❚♦♥❣❛♥s ❛♥❞ ❲❡st❡r♥ ❙❛♠♦❛♥s ✐♥ ❆✉str❛❧✐❛✳ ❚❤❡ ❈♦♥t❡♠♣♦r❛r② P❛❝✐✜❝✱ ✶✵✱ ✶✱

♣♣✳ ✶✵✼✲✶✺✶

❬✽❪ ❈❧❛r❦✱ ❳✐♠❡♥❛✱ ❍❛tt♦♥✱ ❚✐♠♦t❤② ❏✳✱ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s♦♥✱ ❏❡✛r❡② ●✳ ✷✵✵✼✳ ❊①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❯✳❙✳

■♠♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ✶✾✼✶✲✶✾✾✽✳ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✽✾✱ ✷✱ ♣♣✳ ✸✺✾✲✸✼✸✳

❬✾❪ ✈❛♥ ❉❛❧❡♥✱ ❍❡♥❞r✐❦ P✳✱ ●r♦❡♥❡✇♦❧❞✱ ●❡♦r❣❡✱ ❛♥❞ ❋♦❦❦❡♠❛✱ ❚✐♥❡❦❡✳ ✷✵✵✺✳ ❚❤❡ ❊✛❡❝t
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❊✉r♦♣❡✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳
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❆♣♣❡♥❞✐①

Pr♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶

❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t φ (Lt) ❛❞♠✐ts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ✉♥❞❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✿

lim
L→0

φ(L) = i lim
L→+∞

φ(L) = −∞

❯♥❞❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ ✐s ♠♦♥♦t♦♥♦✉s✿

φ′(L) =
p(1 − a)

g

∂F (·)
∂H

+
∂F (·)
∂L

− [a + p(1 − a)] < 0

❙✐♥❝❡ φ (L) ✐s str✐❝t❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢r♦♠ i t♦ −∞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ L∗ s✉❝❤ t❤❛t φ(L∗) = 0✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷

❋✐rst✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✿

Tr(J) = −g +
∂F (·)
∂L

− [a + p(1 − a)] = −g + C < 0 ✉♥❞❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✶

det(J) = −g

(
∂F (·)
∂L

− [a + p(1 − a)]

)

− p(1 − a)
∂F (·)
∂H

= −g

(

C +
p(1 − a)

g

∂F (·)
∂H

)

> 0 ✉♥❞❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✸

∆(J) = (Tr(J))2 − 4det(J) =

(

−
∂F (·)
∂L

+ [a + p(1 − a)] − g

)2

+ 4p(1 − a)
∂F (·)
∂H

= (C + g)2 + 4p(1 − a)
∂F (·)
∂H

> 0 ✉♥❞❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✶

✭✐✮ ❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤✐❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ✇❡ ❤❛✈❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ✐s

♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ✐s ❛ ♥♦❞❡✳

✭✐✐✮ ❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❡ ❣✐✈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t st❛❜✐❧✐t②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ tr❛❝❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

t❤❡ s②st❡♠ ✐s st❛❜❧❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ r♦♦ts ❛♥❞ t❤❡ tr❛❝❡

✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ r♦♦ts✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ r♦♦ts λ1,2 ❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥ ❛♥❞ ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡

s②st❡♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✳
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■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ dL
dx

✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ dφ(L,x)
dx

✳ ▲❡t ✉s ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s

♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✿

∂φ(L∗, x)

∂a
= −L∗

[
p

g
·
∂F (·)
∂H

+ (1 − p)

]

< 0 t❤❡r❡❢♦r❡
∂L∗

∂a
< 0

∂φ(L∗, x)

∂g
= −

p(1 − a)L∗

g2

∂F (·)
∂H

< 0 t❤❡r❡❢♦r❡
∂L∗

∂g
< 0

∂φ(L∗, x)

∂p
=

(1 − a)L∗

g

(
∂F (·)
∂H

− g

)

> 0 ✐❢
∂F (·)
∂H

> g, (< 0 ♦t❤❡r✇✐s❡)

t❤❡r❡❢♦r❡
dL

dp
> 0 ✐❢

∂F (·)
∂H

> g, (< 0 ♦t❤❡r✇✐s❡)

❲❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡♠✐tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ a ❛♥❞ g ❛♥❞

❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✮✿

∂H

∂a
= −

p

g
L∗ < 0 t❤❡r❡❢♦r❡

dH

da
< 0

∂H

∂g
= −

p(1 − a)

g2
L∗ < 0 t❤❡r❡❢♦r❡

dH

dg
< 0

❚❤❡♥✱ ✐♥s❡rt✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮ ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✭✶✵✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✸✱ ✇❡ ❣❡t✿

dH

dp
=

p(1 − a)

g



−

(1−a)L∗

g

(
∂F (·)
∂H

− g
)

p(1−a)
g

∂F (·)
∂H

+ ∂F (·)
∂L

− [a + p(1 − a)]



 +
(1 − a)

g
L∗

=
(1 − a)L∗

g

[
∂F (·)

∂L
− a

φ′∗)

]

> 0

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♠✐❣r❛♥ts ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs a

❛♥❞ g ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ dM
dp

✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

dM

dp
=

dL

dp
+

dH

dp
= −

(1−a)L∗

g

(
∂F (·)
∂H

− g
)

φ′∗)
+

(1 − a)L∗

g

(
∂F (·)

∂L
− a

φ′∗)

)

= −
1

φ′∗)
·
(1 − a)L∗

g
︸ ︷︷ ︸

>0







∂F (·)
∂H

− g + a −
∂F (·)
∂L

︸ ︷︷ ︸

>0







❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✸ ❝❛s❡s✿

✶✳ ■❢ ∂F (·)
∂H

> g t❤❡♥ dM
dp

> 0✳

✷✳ ■❢ a − ∂F (·)
∂L

> g − ∂F (·)
∂H

> 0✱ t❤❡♥ dM
dp

> 0✳
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✸✳ ■❢ g − ∂F (·)
∂H

> a − ∂F (·)
∂L

> 0✱ t❤❡♥ dM
dp

< 0✳
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✭✐✮ ❈❢✳ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶

✭✐✐✮ ✶st st❡♣ ✿ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✸ ✐s tr✉❡ ✐✛ C ∈] −∞; C0[ ✇✐t❤ C0 ≡ − p(1−a)
g

∂F (·)
∂H

> 0✳

✷nd st❡♣ ✿ ❘❡♠❛r❦ t❤❛t

Tr(J) = −g + C < 0 ✐❢ C < g (> 0 ♦t❤❡r✇✐s❡)

det(J) = −g (C − C0) > 0

∆(J) = (C + g)2 − 4p(1 − a)

(

−
∂F (·)
∂H

)

= (C + g)2 −

(

2

√

p(1 − a)

(

−
∂F (·)
∂H

))2

=









C −

(

−g − 2

√

p(1 − a)

(

−
∂F (·)
∂H

))

︸ ︷︷ ︸

≡C1

















C −

(

−g + 2

√

p(1 − a)

(

−
∂F (·)
∂H

))

︸ ︷︷ ︸

≡C2









∆(J) < 0 ✐❢ C ∈]C1, C2[

✸r❞ st❡♣ ✿ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t

(a) C0 − C2 =

(

2
√

g − sqrtp(1 − a)

(

−
∂F (·)
∂H

))2

> 0 ⇒ C0 > C2

(b) g − C2 = 2
(

g −
√

gC0

)

✐❢ g > C0 ⇒ g2 > gC0 ⇒ g >
√

gC0 ⇒ g > C2

♦t❤❡r✇✐s❡ C2 > g > 0

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ st❡♣s✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② ✸ r❛♥❣❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✲❜❡t✇❡❡♥ C ❝❛♥ ✈❛r②✳

✶✳ ❈❛s❡ ✶ ✿ C0 > C2 > g > 0 > C1

✷✳ ❈❛s❡ ✷ ✿ g > C0 > 0 > C2 > C1

✸✳ ❈❛s❡ ✸ ✿ g > C0 > C2 > 0 > C1
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❲❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥❡✇ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✏❝♦♥t❛❣✐♦♥✑

❢✉♥❝t✐♦♥✳
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∂φ(L∗, x)

∂a
= −L∗

[
p

g
·
∂F (·)
∂H

+ (1 − p)

]

⋚ 0 t❤❡r❡❢♦r❡
dL

da
❛♠❜✐❣✉♦✉s

∂φ(L∗, x)

∂g
= −

p(1 − a)L∗

g2

∂F (·)
∂H

> 0 t❤❡r❡❢♦r❡
dL

dg
> 0

∂φ(L∗, x)

∂p
=

(1 − a)L∗

g

(
∂F (·)
∂H

− g

)

< 0 t❤❡r❡❢♦r❡
dL

dp
< 0

❚❤❡♥✱ ✐♥s❡rt✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮ ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✭✶✵✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✸ ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ❣❡t

t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r H✿

dH

da
= −

pL∗

gφ′ (L∗)

(
∂F (·)
∂L

− 1

)

⇒ sign

(
dH

da

)

= sign (C − [(1 − a)(1 − p)])

dH

dg
= −

p(1 − a)

g2φ′ (L∗)
· L∗ · C ⇒ sign

(
dH

dg

)

= sign (C)

dH

dp
= −

(1 − a)L∗

gφ′ (L∗)

(

a −
∂F (·)
∂L

)

⇒ sign

(
dH

dp

)

= sign (−C − p(1 − a))

❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ L ❛♥❞ H t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ M ✿

dM

da
= −

pL∗

gφ′ (L∗)

(
∂F (·)
∂L

−
∂F (·)
∂H

− 1 −
g(1 − p)

p

)

⇒ sign

(
∂M

∂a

)

= sign

(
∂F (·)
∂L

−
∂F (·)
∂H

− 1 −
g(1 − p)

p

)

dM

dg
= −

p(1 − a)L∗

g2φ′ (L∗)

(

C −
∂F (·)
∂H

)

⇒ sign

(
∂M

∂g

)

= sign

(

C −
∂F (·)
∂H

)

dM

dp
= −

(1 − a)L∗

gφ′ (L∗)

(
∂F (·)
∂H

− g − C − p(1 − a)

)

⇒ sign

(
∂M

∂p

)

= sign

(
∂F (·)
∂H

− g − C − p(1 − a)

)
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